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Die vorliegenden Vorlesungen wurden im Wintersemester 
1882/83 an der technischen Hochschule zu Darmstadt gehalten. 
Von den Zuhörern wurde Kenntnis der Differential- und Inte- 
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stellten „longimetrischen Quaternionen", welche in der Vor- 
lesung nebenbei erwähnt wurden, sind hier ganz weggefallen. 
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Erste Vorlesung. 

Addition und Subtraktion von Strecken resp. Funkten. 

Wenn wir eine gerade Linie von einem Punkte nach 
dem Punkte M ziehen, so kommt der Linie OM aufser der 
absoluten Länge eine Richtung zu, welche durch Bewegung 
eines Punktes in gerader Linie von nach M bestimmt wird. 

Wenn wir die Linie oder Strecke OJV an Länge gleich 
OM machen, so unterscheiden sich beide Strecken nur in der 
Richtung. Die gegenseitige Richtung beider Strecken ist be- 
stimmt durch den Winkel MOK Ist der Winkel MON 
gleich zwei Rechte, so fällt ON mit OP zusammen und OP 
ist der Strecke OM „entgegengesetzt gerichtet". 

Da OP aus OM durch Drehung der Strecke OJf um 2JB 
entsteht, so werden wir setzen können: 

0P=0M.f(2E).., 1, 

wenn f(2R) ein Faktor 
ist, der OMxim 2jB dreht. 
Es ist dann klar, dafs wir 
auch schreiben können: 

OM=OP.f(2R)..,2. 

Aus Gleichung 1 und 2 folgt: 

OM=[OMfi2E)]f(2R) . . . 3. 

Nehmen wir für die Multiplikation das assoziative Gesetz 
a(bc) = (ab)€ an, so folgt aus Gleichung 3 die Gleichung: 

f{2R)f(2B)=l ... 4, 

deren Wurzeln + 1 ^der — 1 sind. In unserem Fall gilt 
nur die Wurzel — 1, denn wir nehmen an, dafs zwei Strecken 
im Räume nur dann gleich sind, wenn sie gleich lang, parallel 
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und gleichgerichtet sind. Aus Gleichung 1 und Gleichung 
4 folgt 

OP = OJf(- 1) = P0(- 1) = - PO, d. h. 

„Eine einer anderen entgegengesetzt gerichtete Strecke ist die 
negative der ersteren (wenn beide auf derselben Geraden liegen)". 

Dies Resultat gilt freilich nur dann, wenn aus Gleichung 
3 die Gleichung 4 folgt und a ( — 1) = — a ist. 

Zu demselben Resultat gelangen wir aber auch durch den 
Begriff der Addition. „Addieren zweier Objekte heifst nämlich, 
diese zwei Objekte, welche durch ein und dasselbe Element 
erzeugt werden, synthetisch so zu verbinden, dafs als Resultat 
ein neues Objekt erhalten wird, welches durch eine Veränderung 
des erzeugenden Elementes auch direkt gebildet werden könnte. 
(Hankel.)" Das erzeugende Element der Strecke OM ist ein 
Punkt, der sich von nach M bewegt, und OP entsteht 
dadurch, dafs der Punkt von nach P geht. Lassen wir den 
Punkt erst OM durchlaufen, und dann die Strecke MO=^OP, 
so ist das Resultat eine Strecke von der Länge Null; oder 
lassen wir den Punkt erst OP beschreiben und dann die Strecke 
PO = OMy so ist das Resultat ebenfalls eine Strecke von der 
Länge Null, also 0M+ MO = MO + OM = 0P + PO = 0, 
wofür man auch schreiben kann 0M= — JfO, denn wir 
definieren (a -{- b) — b = a. 

Wenn die Linie ON den Uebergang vom Punkt nach 
dem Punkt N bezeichnet, so wird in gleicher Weise NS den 
Uebergang von N nach S darstellen; es bedeutet dann 
ON -{- NS, dafs nacheinander von nach N und von N 
nach S gegangen werde. Das Resultat dieser Operationen ist 
aber der Uebergang von nach Ä, also ist: ON-j^NS^^OS) 
oder, da NS = OM, so ist ON+OM= OS, d. h.: „Die 
Summe zweier Strecken ist die Diagonale eines Parallelo- 
gramms, welches dieselben zu benachbarten Seiten hat.^' 

Aus der Fig. 1 folgt OM+MS=OS, oder, da MS = ON, 
OM+ON= OS, also ON+OM=OM+ON. 

„Die Addition ist also kommutativ.^' 

Da OS SO ist, so ist ON + NS + SO = 0, A.\l: 
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„Die Summe der in einerlei Sinn genommenen drei Seiten eines 
Dreiecks ist Null/* 

Wir fügen drei Strecken so aneinander, dafs sie die Seiten 
ÄBj BC, CD eines Parallelepipedon bilden, dann haben wir 

AB + BC^AC, 

also 

{AB+BG) + CD=AC+GD=AD c\ 
und 

BG-\-CB = BB, 

also 

AB + {BC + CD) = AD, ^ ""A 

mithin • ^«' '• 

{AB + BC) + CD = AB + {BC + CD) . 

„Die Addition ist also assoziativ/^ 

Wenn ON, BS Strecken derselben Geraden oder gleich- 
gerichtet sind, und es sind diese Strecken zu addieren, so werden 
wir BS so verschieben, dafs ihr Anfangspunkt mit N zusam- 
menfällt und BS=^NM setzen. Als Summe ON'\-NM 
haben wir dann die ganze Strecke OM, 

Zur Bestimmung der Differenz zweier Strecken haben 
wir die Definition (a — 6) + 6 = . Setzen wir 6 = JV, 
a=^OM (Fig. 1), so haben wir die Strecke {a — 6) so zu 
bestimmen, dafs ON -{- {a — b) = OM] es ist aber 
0N+ NM^ OM, also a — 6 = NM. 

Die Differenz zweier Strecken OM — 0N= NM ist also 
die Strecke, welche, wenn man die zu subtrahierende Strecke 
ON mit ihrem Anfangspunkte an den Anfangspunkt von •OM 
legt, den Endpunkt ersterer mit dem Endpunkte letzterer ver- 
bindet. Lassen wir M mit zusammenfallen, so ist 00 == 
und — ON^' NO. Wir können hiemach eine Subtraktion 
immer in eine Addition verwandeln, denn es ist 

OM— ON=^OM+NO = NM. 

Betrachten Vir die Formeln, so sehen wir, dafs der Ad- 
ditionsbegriff allen formalen Bedingungen der Addition der 
Arithmetik genügt. 

Wir wollen jetzt annehmen, dafs a -j- 6 eine Strecke dar- 
stellt, wenn a und h zwei sich schneidende Strecken aind, und 

1* 
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daf^ für diese Operation die Gesetze der Arithmetik gelten, 
d. h. dafs die Gleicliangen bestehen 

Haben wir zwei gleich lange Strecken ON und OM 
(Fig. 1), so fallt die Strecke, welche 0N+ OM darstellen 
soll, sicher in die Gerade OÄ, welche den Winkel zwischen 
ON und OM halbiert; denn, da ON+OM=OM+0N 
ist, so ist kein Grund .vorhanden, warum sie sich mehr der 
einen der beiden Strecken nähern soll, noch warum sie aufser- 
halb der Ebene der beiden Strecken sich befinde. Die Gerade 
ist also bekannt, auf welcher die Strecke ON-^ OM sich 
befindet; unbekannt ist aber die Gröfse und Richtung der 
Strecke auf der Geraden. Hieraus folgt, dafs gleichgerichtete 
Strecken auf derselben Geraden addiert resp. subtrahiert werden, 
wie wir oben gezeigt haben. 

Wir konstruieren hier ein 
regelmäfsiges Sechseck A, By C, 
D,E,F. Es ist dann 0^ -f OC 
eine Strecke, welche in die Ge- 
rade EB fällt; ist die Richtung 
dieser Strecke: 

1) die von nach B, so 
kann man setzen, wenn l eine 
positive Zahl ist: 

OÄ + OC=l.OB 

und ebenso 

OB + OD^l.OC, 
also ist: 

OA + OD+ {OB + OC) = l.OB-\'l.OC. 

Es ist aber auch: 

OÄ + OE=l.OF und OD+OF=l.OE, 

mithin 

OÄ + OD-\' (OE + OF) = l.OE+l.OF. 

Da l eine positive Zahl ist, so ist leicht zu zeigen, dafs 
l,OB+l.OC^l {OB + 0(J). 
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Wir haben also die beiden Gleichungen: 

OA -h OD = 1{0B + OC) — (OB + 00) 
und 

OA + OD==l(pE+OF) — (OE+OJF). 

Ist l grofser als 1^ so ist nach der ersten Gleichung 
OA + OD nach OM und nach der letzten Gleichung nach 
ON gerichtet^ was nicht sein kann. Ist l kleiner als 1, so 
kann man die beiden letzten Gleichungen schreiben: 

; 0A + 6d + [OB + 00- 1{0B + 00)] = 

' und 

OA + OD + [OE + OjP - 1{0E + OF)] = 
i 
! oder auch, wenn q eine positive Zahl ist: 

I OA + OD + q.OM=0 

I und 

' OA + OD + q:ON=0. 

j Beide Resultate können nur bestehen, wenn OM = ON ist, 

was aber unmöglich ist. Es kann also nur Z = 1 sein. 
j Wir erhalten also hier die bekannten Resultate: 

I OA + OD = OA + AOr-^ 0, 

oder 

OA^-AO-, 
und 

OA + OC=OB, 

wenn ^AOC= 120«. 

2) die von nach JE, so kann man setzen, wenn l eine 
positive Zahl ist: 

OA + OC=l.OE 
und 

OC+OE==l.OA] 

aus beiden Gleichungen folgen die Gleichungen 

OA + OC'-l.OE = 0, OC+OE-l.OA = 0. 

Die Gleichungen können nach unseren Annahmen nur 
übereinstimmen, wenn 1= — 1, was unmöglich ist. 

Dieser Fall fällt also ganz weg, oder deckt sich mit dem 
ersten, wenn wir — OE = EO setzen. 
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Fig. 4. 



„Die Summe zweier gleich langen entgegengesetzt gerich- 
teten Strecken ist also immer Null." 

Ziehen wir zwei gleich lange Strecken OA und OB , so 
liegt die Strecke OA'\-OB auf der Halbierungslinie des 

^ B Ä und hat die 



Richtung 0(7. Ist näm- 
lich <^^ 0(7= a; gleich 
Null, so ist 0^ + jB 
nach O gerichtet; das- 
selbe ist der Fall, wenn 
rr=60«i8t, und 0^+OB 
ist gleich Null, wenn 
X = 90«. 

Wir werden aber 
sehen, dafs, wenn x 
wächst, die absolute 
Länge von OA + OB 
abnimmt, und zwar um so langsamer, je langsamer x zunimmt. 
Da aber kein Grund vorhanden ist, dafs bei sehr langsamen 
Zunehmen von x die Richtung von OG in die entgegenge- 
setzte Richtung umschlägt, ohne dafs die absolute Länge von 
0A-\- OB Null würde, so ist damit bewiesen, dafs die Rich- 
tung von der Strecke OA-^OB, von nach dem Innern 
des Winkels AOB geht. 

Sind OA und OB von der Länge Z, und bezeichnet L 
die Länge von OA und OB, so ist L abhängig von l und 
<^ X, und wir können schreiben: 

L = l.f{x) 

oder vielmehr L = F{lj x). Wir können aber zeigen, dafs 
die letzte Gleichung auf die erste gebracht werden kann. 

Ist nämlich OC eine Strecke von der Längeneinheit auf 
0(7, so ist: 

OA + OB = L,OC' = OC, 

und durch Addition finden wir 

n(0^-f 0JB) = ni.0(7'. 
nOA hat die Länge nl und ebenso nOB. 
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Wir können also, wie oben, setzen 

nL = F(nl, x) «= wjP(Z, x). 

Nehmen wir Z = 1, so ist jP(n, x) = nF{\, x). Da n 
nur positiv sein mufs, so ist auch F{1, x) = IF{1, x) = lf(x)y 
iv^enn wir F{1, x) => f(x) setzen. 

Wir denken uns die Strecken OÄ' und Oä'' so gezogen, 
dafs sei OA' + OA'' =^ OA. OÄ und OÄ' bilden mit OA^ 
"den unbekannten Winkel e und haben die gemeinsame Länge V, 
Es ist dann: l = l'f{ß). 

Ebenso denken wir uns die Strecken OJB^ und OB" so 
gezogen, dafs ist <^ ff OB = <^ BOB" = z und die gemein- 
same Länge von Off und OB" gleich Z', so ist wieder 
l = Vf{£) und OB = Off + Off', also 

OA + OB = (OA' + OJB') + (OA" + OB") . 

Es ist OA' + OjB' eine Strecke von der Länge 

l^ = rf{x — 0) 

und OÄ' + OB" eine Strecke von der Länge l^ = l'f(x + is\ 
beide Strecken gelegen auf der Strecke OC. Es ist also 

L = l fix) = Vf(x)f{z) = V[f{x ■\-s)-\- f{x - z)] 

oder 

f{^M = /•(«! + «) + fix - ^) . 

Dieser Gleichung genügt f{x) = 2 cos ax . 

Ist a? = 0, so ist f{0) = 2 und L = 2l, 

Aus der Gleichung folgt f{x) = f(— x). 

Ist a?=lB, so ist f(lK)=0 und /•(2+lB)+/'(;2?— 1B)==0 

und f(2B) 2; f(0) = — f{z + 2B) , d. h. f{z) hat dieselbe 

Periode wie cos ss .m. 

Wir setzen /*(a;) =^2q){x) und erhalten 

2 9)(a;) q>{z) = ^(a; + ^) + 9)(ic — z) 

und hieraus 

29)(a;)2 = 9(2ic) + 1 

Atpipof = q>{^x) + ^q>{x) 

8 9)(a;)^ = q>{^x) + ^q>{2x) + 3 u. s. w., 

woraus wir schon schliefsen können, dafs f{x) = 2 cos x ist. 
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Aus diesen Gleichungen folgt, dafs f{x) = 2cosa; richtig 
ist für x = m . 60^, wenn m eine positive Zahl ist Setzen 
wir m . 60® = a, so gilt die Gleichung f{a) =^ 2 cos«. 

In der allgemeinen Gleichung machen wir x = z = -^ 
und haben 

/•(f)' = 2cosa + 2 = (2co8|)*- 

Bilden wir uns die Gleichungen für —,—,...— , so 
sehen wir, dafs auch die Gleichung f{(x) == 2 cos « für — oder 
- ' gilt. Ebenso können wir zeigen, dafs f{a) = 2 cos a ist, 
für a == —^ — • Setzen wir in der allgemeinen Gleichung 

w . 90 n . 60 j j w . 90 , w . 60 w . 90 

x=-^-, z = —^- und A^xmx r— + -— -,^ = 



2^ ' 2*" -.—*** v^ 2^ ' 2*" ' 2** 

( 
2'~ 



^^:— , SO erhalten wir die Formeln: 



. 1» . 90 n . 60 j./m.dO , n . 60\ , Jm . 90 n . 60\ 

4 cos -g— • cos f[-^^ + -^-) + f[-- —} 

f {^^ + H^)'f {-^ - ^.-) =2cos2m.90+2cos2n.60. 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt, aafs /*(«) = 2 cos a 

ist, für a = ' + ' . Die Zahlen w, n, j?, r können 

wir sehr grofs, resp. sehr klein machen; wir können also die 
Werte von x durch unendlich kleine Grade wachsen lassen. 
Die Gleichung f(x) = 2 cos x umfafst also alle möglichen 

Werte von x^ und gilt allgemein, da sie für die Werte x= -^j 

W.90 w . 90 , w . 60 . , . . . . 

-^r- y "27- ± -^r- richtig ist. 

Wir haben also L = 2lcoax. Die Strecke, welche die 
Summe OÄ + OB darstellt, fällt also in Bezug auf Länge 
und Richtung mit der Diagonale OC des Parallelogramms 
OB CA zusammen. 

Wir nehmen jetzt an, OÄ und OB seien zwei aufeinander 
senkrecht stehende Strecken von verschiedener Länge. Wir 
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konstruieren das Rechteck OAGB und ziehen die beiden 
Diagonalen AB, 00 und 

AM\\00\\BN', MON\\AB. 

Wir sehen, dafs ist: 
0A-{-OB = (OM+OE)+{OE+ON) 

= {0M+0N) + 20E=00. ' ^^C 

Die Summe OA + OB ist also ^'«' ^^ 

auch hier die Strecke, welche mit der Diagonale zusam- 
menfällt. 

Sind OA und OB zwei beliebige Strecken, so stellt auch 
hier die Diagonale 00 die Strecke OA + OB dar. Um dies 
zu beweisen, ziehen wir NM±OC, AM\\ 00 \\ BN, AF±OC, 
BE±OC. 

Wir haben dann die Gleichungen: 

OA = 0M+ OF, 0M+ 0N= 0, 
0B = ON+ OE, 0E+ 0F= 00, 

also 

0A+ 0B= {OM+ON)+ iOE+OF) ^00. 

Wir sind also hiermit zu denselben 
Resultaten gelangt, wie oben durch die 
Definition der Addition. Während wir bei 
der ersten Darstellung von Summen an- 
nahmen, dafs zwei Strecken gleich sind, wenn sie gleich lang, 
parallel und gleichgerichtet sind, so genügt bei der letzten 
Entwickelung die Voraussetzung, dafs zwei Strecken gleich 
sind, wenn sie gleich lang, gleichgerichtet sind und auf der- 
selben Geraden liegen. 

Nehmen wir jetzt an, dafs zwei Strecken einer Geraden 
nur gleich werden können, so handelt es sich vorerst darum, 
parallele Strecken zu addieren. Da die Addition der Strecken, 
die sich in einem Punkte schneiden, der Zusammensetzung 
der auf einen Punkt wirkenden Kräfte in der Statik genau 
entspricht, so können wir ganz ebenso wie in der Statik be- 
weisen, dafs „die Summe zweier parallelen Strecken AG und 
BD die dritte zu AG und BD parallele Strecke ist, deren 




Fig. 6. 
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Anfang den Abstand von A und B im Verhältnis von ;^^ 

(BD) 

teilt, und deren absolute Länge gleich der Summe der absoluten 
Längen der beiden Strecken ist". 

i 




Ziehen wir die gleichlangen und gleichgerichteten Strecken 
AC und BD^ so ist: 

AC + BD==2MN, 

wenn AM ^^ MB ist, und MN dieselbe Länge wie AC hat. 
Ebenso haben wir die Gleichungen: 

AC +BI/ =2MN' 

AC" + Biy' = 2MN'' 

AC"+ 52)"'= 2 Jfi^'" u. s. w., 

wenn alle absoluten Längen der Strecken gleich sind und 

AC II BB^ II MN\ AC II BB' \\ MK\ AC" || JBD'" |I MN"' 



u. s. w. 



Sind alle AC gleich lang, so haben auch die MN und 
BD diese Eigenschaft. 

Denken wir uns durch A und B alle möglichen Geraden 
von gleicher Länge gezogen und addieren diese Strecken, so 
geht die Strecke, welche die Summe darstellt, durch den 
Punkt M, In Zeichen ausgedrückt haben wir die Gleichung: 

UAC + 2JBD = 2 2JMN. 

Führen wir die Addition aus, so erhalten wir nach den 
gegebenen Regeln + = 2.0. Wir können aber die Glei- 
chung auch anders interpretieren. Sind AM und AC zwei 
Strecken, deren Summe eine Strecke ist, welche durch A geht. 
Je gröfser der Winkel zwischen AM und AC ist, um so kleiner 
ist die Strecke AM -}- AC^ welche zu Null wird, wenn MAC 
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eine gerade Linie ist. Wie grofs auch der Winkel MAG ist, 
die Strecke AM -\- AC geht durch A. Wir können mithin, 
wenn AM' entgegengesetzt gerichtet von AM ist und gleiche 
Länge wie AM hat, die Summe AM -^ AM' als den Reprä- 
sentanten des Punktes A (der unendlich kleinen Strecke A) 
betrachten. So stellt denn SAG, als der InbegriflF aller gleich- 
langen Strecken durch A, den Punkt A dar, und ebenso re- 
präsentiert HBD den Punkt B und UMN den Punkt M, 
Und obige Gleichung wird zu 

A + B = 2M. 

Wir können hier A, B, M als Vertreter gleichlanger, 
gleichgerichteter Strecken auffassen, welche in jenen Punkten 
ihren Anfang haben; es sagt dann die Gleichung nur das 
Gesetz der Ä^ddition jener Strecken aus. Der Punkt 2M ist 
Vertreter einer Strecke, die doppelt so lang ist, als die Strecke, 
welche durch A oder B dargestellt wird. Treten in der Rech- 
nung Punkte auf, welche Strecken von gleicher Länge und 
Richtung darstellen, so nennen wir sie „gleichwertige Punkte". 
Vertritt der Punkt A eine Strecke von der Längeneinheit, so 
stellt der Punkt nA eine Strecke vonw Längeneinheiten dar. Den 
Punkt nA, welcher eine Strecke von n Längeneinheiten dar- 
stellt, nennen wir einen „w fachen" oder „w wertigen Punkt". 

Aus der Gleichung: 

A + B = 2M 

folgt: „Die Summe der gleichwertigen Punkte A und B ist ein 
Punkt; welcher den Abstand AB halbiert und den doppelten 
Wert wie einer der Punkte A oder B hat." 

Da wir annehmen, dafs alle Punkte im Räume Stellver- 
treter von Strecken sind, die einer Strecke parallel laufen, so 
müssen wir unter der Summe 

m . A-\' n .B 

den {m + n) fachen Punkt G verstehen, welcher den Abstand 
AB im Verhältnis von n : m teilt, so dafs wir setzen können: 

mA + nB = (m + w) G. 
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Die Summe der drei einfachen Punkte 

A + B + G^3D 

«teilt den dreifachen Punkt D dar, der mit dem Schwerpunkt 
der Punkte A, B, C zusammenfallt. Es ist nämlich 

A + B = 2C' 
und 

2C' + (7=32). 

Die Gerade CG geht nach der Mitte von AB und es ist 
die Länge DC gleich der doppelten Länge DC, d. h. D ist 
der Schwerpunkt von A, B, C. Zu demselben Resultat ge- 
langen wir, wenn wir uns bilden: 

B + C^2A 

2Ä + B = ^D, 

denn e&i gilt für parallele Strecken das Gesetz 

(a + 6) + c = a + (6 + c) . 

Addieren wir vier einfache Punkte Ay B, C, D, so stellt 

die Summe 

A + B-^C+D = 4E 

den vierfachen mit dem Schwerpunkt der Punkte A, B, C^ D 
zusammenfallenden Punkt 4-E dar. 
So fällt der w fache Punkt P 

A + B + C+D + E... = nP 

mit dem Schwerpunkt dieses Punktsystems zusammen. 

Aus diesem Grunde hat Möbius die Rechnung mit Punkten 
den „barycentrischen Kalkül" genannt 

Da eine einer andern entgegengesetzt gerichtete Strecke 
die negative der ersteren ist, so haben wir unter der Differenz ' 
mA — nB einen m — w fachen Punkt G zu verstehen, welcher 
den Abstand AB im Verhältnis von — w : m, d. h. auf serlich 
im Verhältnis von n : m teilt. 

Aus dieser Erklärung ergiebt sich, dafs 

B — A 

einen Punkt von der Gröfse Null darstellt, welcher auf der 
Geraden ^J5 im Unendlichen liegt. Das einfachste wäre also, 
5 — ^ als Repräsentanten der Richtung ^j? zu betrachten. 
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Da die Addition und Subtraktion der Punkte aber mit den 
entsprechenden Operationen von parallelen Strecken überein- 
stimmt^ so gelten die Gesetze der Arithmetik. 
Wir haben also 

Die Addition von B — Ä zxi Ä verschiebt also A nach 
B, oder B — Ä bewirkt durch Hinzufügung von A, dafs A 
die Strecke AB beschreibt. 

Addieren wir aber B — A zu einem beliebigen dritten 
Punkt C, welcher mit A und B gleichwertig ist, so erhalten 
wir einen Punkt Cj, welcher aus C entstanden ist durch Ver- 
schiebung des Punktes G um 
die Strecke AB. 

Es ist nämlich: 

C-{-{B-Ä) = (0+ B)-A 

C+B = 2D 

2D — A = Ci, ^ 

da A + Ci = 22). 

Da aber D in der Mitte von BC liegt und AB = DG' 
ist, so ist GG' parallel und gleich AB, 

B — A ist also ein Operator, der einen Punkt, zu dem 
er addiert wird, um eine Strecke verschiebt, welche gleiche 
Richtung und Länge mit der Strecke AB hat. Durch die 
Strecke AB ist B — A als Operator im gegebenen Sinne 
vollständig bestimmt; umgekehrt ist aber durch 5 - ^ als 
Operator die bestimmte Strecke AB nicht ganz festgelegt, 
sondern nur deren Gröfse und Richtung. Wir können daher, 
wenn AB festgelegt ist, setzen: 

AB = B — A 

wenn wir uns nur immer bewufst sind, dafs AB ein Operator 
ist, der einen Punkt, zu dem er addiert wird, um eine Strecke 
verschiebt, welche gleichgerichtet, gleichlang imd parallel 
mit AB ist. Lassen wir aber diese Gleichung unter allen 
Umständen gelten, d. h. dafs B — A gleich der Strecke AB 
ist, oder auch, dafs wir statt der Strecke den Operator B — A 
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einfahren^ so setzen wir damit fest, wenn zugleich die all- 
gemeinen Additionsgesetze gelten^ dafs gleichlange, gleichge- 
richtete, parallele Strecken gleich sind. 

Dies können wir jetzt ohne jeglichen Verstofs gegen die 
Entwickelung, zumal wir die Rechnung mit Punkten ganz 
frei von der Rechnung mit Strecken machen können. Wir 
definieren einfach die Addition für Punkte übereinstimmend 
wie oben und nehmen die allgemeinen Gesetze der Arith- 
metik an. Dann folgt wie oben die Bedeutung der Differenz 
zweier gleichwertigen Punkte B — A. 

Es bleibt noch übrig zu zeigen, dafs aus B — A = AB 
die Additions- und Subtraktionsgesetze der Strecken folgt. Ist 

B — A = AB, 
so ist 

A — B^ BA, 

also das bekannte Resultat: AB = — BA. 

Aus 

B — A = AB 

C -A = AC 
folgt: 

B + C-2A^AB + AC. 

Es ist aber (Fig. 8) 

2? + C=2D und 2D ^ 2A = 2{D -- Ä) = 2AJ) = AC„ 

also 

AB + AC=AC,. 
Es ist aber: 

AB + BC^ = {B'-A) + {C,- B) = C^- A = AC„ 

mithin: ^ 

AB + BC, = AB + AG, 
also 

BG^ = AG, 

d. h. AG und BG^ sind als gleichgerichtete Gegenseiten eines 
Parallelogramms gleich. 

Hiermit ist nachgewiesen, dafs wir aus der Annahme 

AB = B — A 

wieder die Gesetze der Addition resp. Subtraktion von Strecken 
erhalten. 



r 
I 



- 15 - 

Zweite Vorlesung. 

Anwendung der Gesetze der Addition von Strecken. 

Um die Brauchbarkeit der in der ersten Vorlesung ge- 
gebenen Sätze über die Addition und Subtraktion von Strecken 
zu zeigen, wollen wir mit ihrer Hilfe bekannte geometrische 
Wahrheiten ableiten. 

Es sei ein Dreieck A^ B, C gegeben und auf ABy BCy 
AC die Strecken y, a, ß von der Läugeneinheit abgetragen. 
Ist die absolute Länge von AB gleich c, die von BC gleich 
a und die von AC =bf so ist natürlich: 

AB = cy, AC=bß, BC = aa. 
Da 

AB + BC=AC, 

so ist: 

cy + a« = bß. 

Es seien A\ B\ C die resp. Mitten der Linien BC^ 
AC, AB] BB' und CC schneiden sich in einem Punkte E 
und es bestehen die Gleichungen: 

^£ = cy + BE, 

BE = l' BB'= K" ^y + ¥) ' 
•also 

AE = cy{l — l) + ilbß, 
und 

AE = bß + CE = bß{l -m) + ^mcy, 

mithin durch Subtraktion der beiden letzten Gleichungen: 

Cy{l _ i _ I) + 6^(1 _ 1 + „,) = 0. 

Da py eine Strecke auf AB ist und qß eine Strecke auf 
AC, so kann die Gleichung 

py + qß = 

nur bestehen, wenn p = 0, q = 0. Denn wären p und q 
nicht gleich Null, so müfsten py und qß in eine Gerade 
fallen; dies widerspricht der Annahme. 

„Haben wir allgemein zwei nicht parallele Strecken y, ß, 

so ist 

py'\-qß=py + qß, 
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wenn 

Denn ans der Gleichung folgt: 

(jp - p')r + (a - qlß = 0. 

Wir haben zur Bestimmung von m und l die Gleichungen: 

1-? = -, l-w = -, 

also: 

m = 1 = ^, 
Daher ist: 

ÄE = \(hß + cr). 

Ist R ein Punkt auf der Geraden ÄÄ\ so ist 

AR = 2n' AA'= n{AB + AC) = n{bß + cy), 

d. h. es liegt E auf der dritten Mittellinie und liegt in f von 
AA\ da 6/5 + cy = 2^J.' ist. 

Wir haben also den Satz: 

,,Die Verbindungslinien der Mitten der Seiten eines Drei- 
ecks mit den gegenüberliegenden Ecken schneiden sich in 
einem und denselben Punkte and teilen einander so^ dafs die 
Stücke sich verhalten wie 2 : 1/' 

Halbiert die Linie AE den Winkel JBAC, so können wir 

setzen: 

ÄE = l{ß + y), 

weil — da die Längen von ß und y gleich sind — /5 + y 
eine Strecke ist, welche in die Winkelhalbierende fallt. Die 
Gerade BE halbiere den Winkel an B. 
Es ist dann: 

EB = m(a - y) = m (^^^-^ - y) . 

Da 

AE + EB = AB, 

so ist: 

und hieraus: 

c = l m 

a 
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also: 



ac 
m = — 



l== 



a -}- h -\- c 
hc 



a ^ h + c 
Es ist aber: 

ÄE + EC = äC, 
und wird der Wert von l und cy = bß — aa eingesetzt, so ist 

d. h. EC halbiert den Winkel in C. Daher haben wir den Satz: 
„Die Halbierungslinien der Winkel eines Dreiecks schneiden 
sich in einem Punkte." 

Ist AE^ die Halbierungslinie des Winkels A, welche von 
der Halbierungslinie des Aufsenwinkels bei B in E^^ ge- 
schnitten wird; so ist 

und 

AE, + E,B = cy = i(y + ^) + m (^-^—^ + y), 

und hieraus folgt: 

ac , — bc 

m=T—. , 1 = 



6 + c — a' b -{- c — a 

Es ist aber: 

AE, + E,C=AG 
oder: 

b + c — a^ r/ 

Hieraus ergiebt sich, dafs E^C den Aufsenwinkel C 
halbiert. Also: 

„Die Halbierungslinien zweier äufseren und des dritten 
inneren Winkels eines Dreiecks schneiden sich in einem und 
denselben Punkte." 

Die Gerade AU halbiere den Aufsenwinkel bei A, die 
Gerade B V halbiere den Aufsenwinkel bei B und die Gerade 

Graefe, Vorlesungen. 2 
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CZ den Aufsenwinkel bei C und CT, F, Z liegen auf den 
Seiten des Dreiecks. Es ist dann: 

BU=na, 

AU—BU=AB, 

oder: 



also: 





m(ß 


_y)_ 


- w 


- cy 


— cy, 




n — 


ca 
h—i 


;, »» = 


= — 


cb 
b c 


Femer ist: 




1 

AV — 


rß, 


• , 








FB = 


sir + 


«), 








AV + 


VB = 


AB 


> 




cy = 


= r/J + 


(. + ^ 


ß- 

a 


-'')s. 




s = 


ac 


r = 




bc 



oder 



also 



a — c a — c 

Es ist auch: 

ZC = p(ß — a) 

AZ+ZC = ÄC 
oder 

also 

ftc — ab 

Es ist aber: 

VA + Au= ru, 

oder, mit den eingesetzten Werten: 

vu= (,_,^;_,) m - «) + y (« - «)]. 

Aus der Gleichung: 

AZ + ZV=Ar 
folgt: 
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Vergleichen wir VU und VZ, so erhalten wir den Satz: 

„Wenn man in einem Dreieck die Aafsenwinkel halbiert, 
so schneiden die Halbierungslinien die gegenüberliegenden 
Seiten des Dreiecks in drei Punkten, welche in einer geraden 
liinie liegen/' 

Nehmen wir auf ÄC, statt der Einheitsstrecke y, die 
JBinheitsstrecke — y, so erhalten wir aus dem letzten Satze 
sehr leicht folgenden Satz: 

„Die Halbierungslinien zweier inneren Winkel und des 
dritten Aufsenwinkels eines Dreiecks schneiden die gegen- 
überliegenden Seiten des Dreiecks in drei Punkten, welche in 
einer geraden Linie liegen/* 

Wir haben durch unsere Entwickelung nicht nur die an- 
gefahrten Sätze erhalten, sondern auch, um kurz zu reden, 
die Verhältnisse, in welchen sich die begrenzten Linien 
sclmeiden. Halbiert die Linie AE den Winkel Ä, so haben 
^wir gesetzt: 

Trifft diese Gerade die Seite JBC in A^, so ist 

AA,=m(ß + y). 
Es ist aber auch: 

AA^ = AB + BA^ =^ AB+p (AC - AB) 

==cy+p(hß — cy), 
mithin 

w (/} + y) = cy + P (pß — ^v)- 

Hieraus folgt: 

c 

Es ist aber p die Teilzahl von BC für die Länge BAj^, 
daher ist die Teilzahl für A^C: 

1 p = r— i 

Es verhalten sich also die absoluten Längen von BA^ 
zu Aj C wie c : &, d. h. 

„Die Halbierungslinie eines Winkels eines Dreiecks teilt 
die gegenüberliegende Seite im Verhältnis der anliegenden 
Seiten." 
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Betrachten wir den Gang unserer Beweise, so sehen Tvir, 
dafs das Verfahren die Beweise zu finden oder 4ufgabeii zu 
lösen, folgendes ist: 

Wir suchen die Strecke nach einem Punkte auf zwei 
verschiedene Wfeisen durch gegebene Strecken auszudrücken^ 
dann die Resultate gleichzusetzen und durch Gleichmachen 
der Koefficienten derselben Strecken einen Satz oder Lösung 
einer Aufgabe zu erhalten. 

Es ist interessant die Gleichungen in Bezug auf Strecken 
in Gleichungen von Punkten umzusetzen. 

Ist E der Punkt, in welchem sich die Winkelhalbierenden 
des Dreiecks schneiden, so ist 

oder: 

.^ C' ÄC +b'AB 

Da aber AE = J5 — A ist, so ist 



E — A = 



cC + hB — {h + c)A 



also 

E{a + 'b + c) = aA-\-lB + eG. 

Dies ist der Ausdruck für den Schnittpunkt der drei 

Winkelhalbierenden. 

Für den Punkt Ej^ unserer Figur erhalten wir den Aus- 

druck * 

-B[a - (6 + c)] = Aa-Bb — Cc. 

So ist auch: 

yr^__ pr ^ (& — a)cC + {a — c)hB + {b — e)aA 

(a-c)(&-c) 

^__ Y^ (P — ^)<^^ + (« — c)&-g + (^ — c)aA 

(b — a) {a — c) 

In den bewiesenen Sätzen kommen nur gerade Linien 
vor. Um aber Probleme, in welchen krumme Linien auf- 
treten, zu lösen, müssen wir die krummen Linien durch 
Strecken zu bestimmen suchen. 

Wir werden im folgenden die Strecken in Bezug auf 
Gröfse und Richtung mit griechischen Buchstaben und die 
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Länge dieser Strecken mit den entsprechenden lateinischen 
JBuchstahen bezeichnen. 

Ziehen wir durch einen festen Punkt im Räume als An- 
fangspunkt der Strecken eine Strecke OM parallel einer ge- 
gebenen Strecke a^ so stellt die Gleichung: 

den Endpunkt M dar, wenn die Strecke OM, p mal so lang 

ist als a. 

Lassen wir p alle möglichen reellen Zahlen durchlaufen, 

so beschreibt ilf die zu a parallele unbegrenzte Gerade. 

Die Gleichung 

Q => xa 

ist also der Repräsentant der zu a parallelen Geraden und 
i^ir können sie deshalb „die Gleichung der durch den An- 
fangspixnkt zu a parallel gezogenen Geraden'^ nennen. 
Gehen wir umgekehrt von einer Gleichung 

Q = xa 

aus und suchen ihr geometrisches Bild, so erhalten wir alle 
Geraden, die zu a parallel sind, wenn der Anfangspunkt nicht 
gegeben ist. Setzen wir aber ein für allemal den Anfangs- 
punkt als gegeben voraus, so stellt die Gleichung nur eine 
bestimmte Gerade dar. 

Ziehen wir durch eine Gerade OB = ß und durch B 
die Gerade BN parallel der Geraden a, so ist, wenn M auf 

:BN liegt: 

OM=OB + BM 

oder 

Q = ß -i- xa. 

Lassen wir x alle möglichen Werthe durchlaufen, so be- 
schreibt der Punkt M die Gerade BN. 

Die Gleichung einer Geraden, die parallel zu a und durch 
den Endpunkt von ^ = ^ geht, ist: 

Q = ß -{- xa. 

Sind zwei Strecken OÄ und OB gleich a, ß gegeben 
und M ein Punkt von AB ^ so ist 
OM =0Ä + AM =OA + X'AB = OA + x(AO + OB) 
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oder 

Es ist aber auch 
0M= OB + SM= OB + yBÄ = 0B + y(BO + OÄ) 
oder 

und 

x = l — y. 

Diese Ausdrücke für q stellen also die Strecke durch 
die Endpunkte von a und ß dar. 

Die allgemeine Gleichung einer Geraden durch die Enden 
von a und ß ist: 

Aa + Bß + CQ^O, 

wenn die Belation 

Ä+B+C=0 
besteht. 

Soll diese Gleichung eine gerade Linie durch die End- 
punkte von a und ß darstellen^ so kann sie sich von der 
Gleichung derselben Geraden 

nur durch einen Faktor unterscheiden. Multiplizieren wir daher 
die letzte Gleichung mit einem Faktor m, so wird sich der- 
selbe so bestimmen lassen^ dafs beide Gleichungen miteinander 
übereinstimmen. 
Es ist daher 

Aa + Bß + (7p = mxa + mß(l — x) — q, 

also: 

A = mXy J5 = m(l — x), C= — m, 

woraus obige Bedingung folgt. 

Wenn aber diese Bedingung nicht erfüllt ist, so müssen 
wir untersuchen, was dann die Gleichung: 

Aa + Bß + CQ = 
oder 

ma + n/3 =» p 

darstellt. 
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Nehmen wir an, die Gleichung stelle eine Gerade dar. 
Diese Gerade schneide a in P und ß in Q. Wir haben dann 

OM= OF + PM=OP + PQ + QM=OP + x,PQ 

oder 

Q =i z . a -^ x(jf . ß — ^.a), 
Tvenn 

0P= 0.a, OQ = y.ß. 

Durch Vergleichung beider Gleichungen erhalten wir: 

0{l — a;) == m, xy = nj 

d. h. m und n sind lineare Funktionen von x. Daher haben wir: 
„Genügen m und n den in u linearen Funktionen: 

m = «1 w + ^1 
n = «2 w + 62 , 
so stellt die Gleichung q = ma + nß eine Gerade dar, und 
umgekehrt." 

Setzen wir dies in die Gleichung ein, so erhalten wir: 

u{a^a + a^ß) = p — (ft^a + h^ß) . 

Da a^y 02, &i, 62 gegeben sind, so sind «i« + ag/J, &!« + 62/^ 
bekannte Strecken. Setzen wir daher 

so ist 

M'M=Q — {\a + h^ß). 

M! ist ein fester Punkt; lassen wir daher in der Glei- 
chung 

sich u ändern, so beschreibt der Punkt ilf, wenn wir M! als 
den Anfangspunkt der Strecken betrachten, eine Gerade pa- 
rallel der bekannten Strecke «i« -f- a^ß. 

Wenn aber zwischen n und m eine Gleichung beliebigen 
Grades gegeben ist, so setzen wir z. B. für n irgend einen 
'Wert voraus, und ermitteln durch die Gleichung eine endliche 
Zahl von Werten von w, welche dem angenommenen Werte 
von n entsprechen. Für dieses n und die entsprechenden m 
erhalten wir durch die Gleichung 

Q =3 ma + nß 

einen oder mehrere Punkte — als Endpunkte der q — in der 
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Ebene der Strecken a, ß. Nehmen wir für n einen anderen 
Wert und finden in derselben Art eine andere Reihe von 
Punkten; und so fahren wir fort. 

Wenn wir so dem n alle möglichen reellen Werte bei- 
legeU; so entsteht auf der Ebene der Strecken a, ß eine Reihe 
von Punkten, von welchen jeder Punkt den Bedingungen der 
Gleichung genügt und welcher daher ihr geometrischer Aus- 
druck ist. 

Hieraus ersehen wir^ dafs die Gleichung: 

Q = ma + nß 

irgend einen „Ort*^ darstellen mufs, wenn zwischen m und n 
eine Gleichung ^(w, n) = besteht, und dafs wir so viele 
Punkte dieses Ortes bestimmen können, als nötig sind, um ihn 
vollständig darzustellen. 

Statt der einen Gleichung zwischen m und n können wir 
annehmen, dafs zwischen m und einer beliebigen Gröfse t 
eine Gleichung bestehe und eine Gleichung zwischen n und i 
Denn ist ^(^, m) = und x(t, n) == 0, so können wir t aus 
beiden Gleichungen eliminieren und erhalten die eine Glei- 
chung 9?(m, n) = 0. Lösen wir die letzten Gleichungen nach 
m und n auf, so erhalten wir m und n durch t ausgedrückt: 

und setzen wir dies in die Gleichung von q, so ist: 

Da aber a und ß gegeben sind, so ist q durch t bestimmt 
und wir können setzen: 

Wenn diese Gleichung gegeben ist, so können wir den 
durch sie dargestellten Ort ermitteln. 

Ist umgekehrt irgend eine krumme Linie — Kurve — 
durch irgend eine geometrische Eigenschaft erklärt, so ist es 
unsere Aufgabe, aus dieser Eigenschaft eine Gleichung abzu- 
leiten, welche durch die Werte von m und n jedes Punktes 
in der Kurve erfüllt wird. Sind a und ß Einheitsstrecken, so 
stellen bekanntlich m und n die Koordinaten des Punktes der 
Kurve dar. 
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Dritte Voriesung. 

Fortsetzung der Anwendungen der Addition von Strecken. 

Wir haben in der vorhergehenden Vorlesung gefunden, 
dafs die Gleichung: 

eine Kurve in der Ebene a, ß darstellt. Um die Gleichung 
einer Kurve im Räume zu erhalten, legen wir drei im Anfangs- 
punkte sich schneidende Strecken, welche nicht in einer Ebene 
liegen, zu Grunde. Sind diese Strecken a, ^, y und 0-4 = wa, 
OB = nß, OC = py, und 

OÄ + OB = OD, OD-\-OC=OM 

OA + OC = 0E, OE+OB^ OM 

OG+OB == OF, OF+OA==OM 

80 ist: 

OM =^ ma -^ nß -{- py 
und 

OA II BD II FM II GE.OB \\ AD \\ EM\\ GF,OC\\ AE\\ DM\\ BF. 

Ist umgekehrt OM gegeben, so können wir diese Strecke 
in die Summe der Strecken ma, nß, py zerlegen. Wir brauchen 
nur zu ziehen MD \\ OG, MF \\ OA, ME \\ OB. 

Beschreibt der Punkt M eine Kurve, so durchlaufen D 
und F in den Ebenen von a und /3, resp. ß und y bestimmte 
Kurven. Ist die Gleichung der Kurve, welche D beschreibt: 

so können wir die Gleichung der von F durchlaufenen Kurve 
schreiben: 

Q=mß+my- 

Denn es ist: 

OF=OB + BF 
oder 

Da aber F eine Kurve beschreiben soll, so mufs zwischen 
p und ^(^) eine Gleichung bestehen, weshalb wir p = f^it) 
setzen können. 
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Setzen wir den Wert f^{t) für p in OM ein, so stellt 
die Gleichung: 

9 = /i(0« + mß + /s(Oy = -^(0 

eine Kurve im Räume dar. 

Sind hier a, ß, y Strecken von der Längeneinheit, so 
sind /i(0; /2(0; /sCO die Koordinaten eines Punktes der Kurve. 

Aus den drei Gleichungen: 

folgt: 

♦» = 9i(l>); w = 92(i>)- 

Wir können hiermit sagen: „Eine Kurve im Räume wird 
durch die Gleichung p = wa + ^ß "h Py dargestellt, wenn 
m und n (Koordinaten x, y) durch p{z) mittelst der Glei- 
chungen ^ = 9iOp), n = 92 (jp) bestimmt sind, oder wenn w, 
w, p als abhängig von einer vierten Gröfse t betrachtet 
werden können." 

Wenn aber zwischen m, n und p nur eine Gleichung 
besteht, so repräsentiert die Gleichung für q eine Fläche. 

Die Gleichung zwischen w, n und p sei ^(m, w, p) == 0. 
Statt dieser einen Gleichung können wir die drei folgenden: 

m = ^(t*, v)y n = ^(w, v), p = /3(w, v) 

einführen. Denn berechnen wir u und v aus den beiden ersten 
Gleichungen, so erhalten wir durch Einsetzung dieser Werte 
w, t; in /^(m, v) den Wert p durch m und w bestimmt, also 
eine Gleichung zwischen den drei Gröfsen m, w, 2>- Setzen 
wir m, w, i? in den Ausdruck für q ein, so wird dieser zu: 

9 = /iK ^)« + ^2^ ^)ß + /sK «^)y = F{Uy v). 

Legen wir dem u einen numerischen Wert bei und lassen 
ihn für alle Werte, die man v giebt, konstant, so stellt diese 
Gleichung eine Kurve im Räume dar, welche natürlich auf 
dem geometrischen Bilde der Gleichung liegt. Die Gleichung 
u = constant, zu der Gleichung q==F(Uj v) hinzugefügt, 
drückt also eine gewisse Kurve auf dem Bilde der Gleichung 
aus. Lassen wir aber u eine sogenannte veränderliche Kon- 
stante, einen Parameter sein, so bekommen wir für jeden 
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Wert desselben eine solche Kurve auf dem Bilde der Glei- 
chung; alle Werte von u züsammengefafst liefern also ein 
System von Kurven, von denen jede ganz auf dem Bilde der 
Gleichung liegt. 

Legen wir dem v einen konstanten Wert bei, dafs also 
nur u sich ändert, so bekommen wir ebenfalls eine Kurve auf 
dem Orte der Gleichung q == F(u, v), und lassen wir v Para- 
meter sein, so ergiebt der Inbegriflf aller Werte desselben 
alle Kurven, welche dieser ersten analog sind. Wir haben 
durch diese Darstellung uns den Ort der Gleichung q = F(Uj v) 
überzogen durch zwei Systeme von Kurven. Das eine System 
von Kurven entspricht der Gleichung p = e, das andere System 
von Kurven entspricht der Gleichung q = e^. 

Jeder Punkt des Bildes von q = F{Uy v) können wir als- 
dann betrachten als Durchschnittspunkt einer Kurve des einen 
Systems und einer Kurve des andern Systems. Der InbegriflF 
aller dieser Punkte ergiebt eine Fläche, welche durch die 
Gleichung q = F{Uj v) dargestellt wird. 

Ist umgekehrt eine Fläche gegeben, so wird deren Glei- 
chung die Form q = F{Uj v) haben. Denken wir uns nämlich 
eine Fläche nach einem Gesetz gebildet und ziehen von einem 
Punkte M dieser Fläche, MD parallel y, so trifft diese Gerade 
einen bestimmten Punkt der a, /3- Ebene. Umgekehrt liegt 
über jedem Punkte der a, /S-Ebene ein gewisser Punkt der 
Fläche, der ein bestimmtes Vielfaches von y hat. Wir müssen 
also im Stande sein, aus den Gröfsen m und n eines Punktes 
der Fläche die betreffende Gröfse p zu finden. Es mufs also 
zwischen m, n und p eine Gleichung ^(m, w, 2>) = bestehen; 
hieraus folgen wieder die Gleichungen in u und v, 

„Eine Fläche wird durch die Gleichung p=wa-|-w/3+^y 
dargestellt, wenn m, n, p mittelst einer Gleichung il;(m,n,p)=0 
verbunden sind, oder, was dasselbe ist, wenn m, n^ p durch 
zwei beliebige Gröfsen u und v ausdrückbar sind." 

Wir wollen die Gleichungen in Strecken umsetzen in 
Gleichimgen von Punkten. 

Die Gleichung: 

9 = a/i(w, v) + ßf^(u, v) + yf^(u, v) 
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stellt eine Fläche dar, und nehmen wir eine der Grofsen u, v 
als konstant an, eine Eurre. 

Wenn q = OM, a = OA, ß = OB, y = OC ist, so 

folgt aus 

0M= OÄf,(u, v) + OB au, v) + OCf,{u, v) 

Die Lage des Punktes M ist also auf vier Fundamental- 
punkte 0, Ä^ By C bezogen. Sind allgemein vier Pundamental- 
punkte gegeben, die nicht in einer Ebene liegen, so fahrt 

Äm^ + Bn^ + Cpi + Oq^ = Ms^, 

worin w»i + Wj + jPi + g^ = s^ ist, stets zu einem fünften j 
Punkte Mj und es kann jeder Punkt M in die Summe von 
vier Punkten zerlegt werden. Soll der Punkt M die Fläche ] 
Q = F{Uj v) beschreiben, so mufs sein: 

»*i = «i/iKv)7 Wi=5i/j(u,t;), Ä = 5i/i(w, v) 
und 

- «1 = Si [/i(w, v) + /iC«*, V) + /;(!*, v) — 1] . 
„Eine Fläche wird durch die Gleichung 
Ms = Am + Bn + Op + Og, s = f» + n+|)-|- g, 

dai^estellt, wenn die Koefficienten von -4, jB, (7, durch 
zwei Grofsen u und v ausdrückbar sind; diese Fläche wird 
zu einer Kurve, wenn eine der Grofsen u, v konstant ist/' 

Da wir die Flächen und Kurven in Verbindung mit 
geraden Linien und Ebenen betrachten, so müssen wir not- 
wendigerweise die Gleichung der Ebene ableiten und umge- 
kehrt zeigen, wann eine Gleichung eine ^bene darstellt. 

Es sei M ein beliebiger Punkt einer Ebene, dagegen R 
ein bestimmter Punkt der Ebene, so dafs ist: 

OB ^=^ aa -{- a^ß + ctiy^ 

Ziehen wir ORj^ und Oüg parallel der Ebene und setzen: 

0B, = 1)a + b,ß + b,y 

OR^ = ca + c^ß + c^y , 

dann ist jede Strecke OS der Ebene OR^B^ gegeben durch 
die Gleichung: 

OS = u{ba + b,ß + b^y) + v(€a + c,ß + c^y) . 
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Wir können u und v immer so bestimmen, dafs BM^ OS 
ist, mithin ist 

Lassen wir w, v alle möglichen Werte annehmen, so be- 
schreibt der Punkt S die Ebene OB^B^ und M die gegebene 
parallele Ebene; es ist also der Ausdruck für OM die Glei- 
chung der Ebene. 

Besteht umgekehrt der Ausdruck filr OMj so beschreibt 
M eine Ebene. 

Wir zerlegen den Ausdruck in: 

OB ==^ aa + a^ß + ö^y. 

Es stellt dann OS eine Gerade in der Ebene OB^B^ dar, 
und der Endpunkt M von 

OM=OS+OB 

liegt auf Geraden parallel der Ebene OB^B^, d.h. J[f beschreibt 
eine Ebene parallel der Ebene OB^B^. 

Stellt die Gleichung: 

Q = ma -{-nß -\- py 

eine Ebene dar, so mufs sein: 

m «= a -}- 6m -|- cv, n = a^ -|- \u + ^i^, ^ = a^ -|- h^u-^-cv. 

Denken wir uns nämlich die Ebene konstruiert und suchen 
ihre Gleichung, so lautet diese 

9 = {a'\-'bu-\'Cv)a + (fli + \'^ + <^i'^)ß + iP'^ + &2«* + <^^)y« 
Durch Gleichsetzen der Eoefficienten von a, ß, y erhalten 

wir die Relationen für m, n, p. 
„Die Gleichung einer Ebene ist 

Q SS ma + nß -{- py, 

wenn w, n, 2> lineare Punktionen von u und i; sind; und um- 
gekehrt" 

Ist Jf ein Punkt der Ebene, welche die Strecken 0-4=«, 
OB = ßy OC =^ y in den Punkten A^y B^, 0^ schneidet, so 
dafs ist: 
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OA, = l,a, OB, = l^ß, OC, = l^y, 
so ist: 

AiM=vÄiCi + uAiB^ 
A^C^^AiO+OC^ 

mithin die Gleichung der Ebene: 

Q = l^a'{- v(l^y — l^a) + uQ^ß — l^a) 
oder 

Q = lia(l — V — w) + uliß + v/jy. 
Die Gleichungen der Ebenen, in welchen die Strecken 
tty ß] Uy y] ß, y liegen, sind: 

^ == wa -j- t?^, ^^=^ua'\' vy^ 9 = w/8 + ^y- 
Sind die Gleichungen zweier Ebenen: 

q = ma + W/3 + py 

so sind die Ebenen parallel, wenn die Gleichungen: 

m = Im^y n = In^, p = Ip^ 

bestehen. 

Wir wollen die Gleichung einer Ebene noch auf eine 
andere Art ableiten. 

Ziehen wir auf der Ebene eine Gerade PR, so können 
wir uns durch Parallelbewegung einer Geraden längs PB die 
Ebene entstanden denken. Die Gerade PR ist bestimmt durch 
den Punkt P und ihre Richtung PR\ ist PR parallel der 
Geraden: 

ccc + Oiß + (htY 
und ist: 

0P= aa -{- a^ß '\- a^y, 
so ist die Gleichung der Geraden: 

9i = («« + (^iß + «2^) + «^(^a + Ciß + c^y). 
Es sei die Gerade, welche durch Parallelbewegung die 
Ebene erzeugt, parallel der Geraden 

9i = ^^ + hß + hy' 
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Ist M ein Puükt der Ebene, N ein Punkt der Geraden 
P-B; und NM\ Q^y dann ist 

0M= 0N+ NM= OP+PN^ NM= ?/ + q^, 

mithin 

^ == (a + ftw + et;)« + (ai + \u + c^vjß + («2 + h^ + c^vjy 

die Gleichung der Ebene. 

Aehnlich dieser Ableitung der Gleichung der Ebene, können 
T^ir die Gleichung der geradlinigen Flächen, zu welchen die 
Ebene gehört, entwickeln. „Eine geradlinige Fläche ist eine 
solche, welche durch Bewegung einer Geraden entstanden ist." 

Es sei eine beliebige geradlinige Fläche gegeben, d. h* 
das Gesetz der Entstehung der Fläche sei bekannt. Nehmen 
Tv^ir auf der Fläche eine Kurve q = f(t) an, welche nicht mit 
einer Geraden der Fläche zusammenfallt, so können wir uns 
die Fläche entstanden denken durch Bewegung einer Geraden 
— Erzeugenden — längs dieser Kurve nach einem ganz be- 
stimmten Gesetze. Um das Gesetz der Bewegung der Er- 
zeugenden mittelst einer Gleichung bestimmen zu können, legen 
-wir durch den Anfangspunkt der Strecken alle Parallelen mit 
der Erzeugenden, welche eine Kugel mit dem Radius von der 
liängeneinheit und dem Anfangspunkt der Strecken als Mittel- 
punkt nach einer gewissen Kurve schneiden werden. Ist das 
Bewegungsgesetz bekannt, so ist auch natürlich die Kurve auf 
der Kugel bestimmt, mithin auch die Gleichung der Kurve: 

9 = 9(0; 

iT^enn q){t) für jedes t absolut genommen gleich der Längen- 
einheit ist. 

Durch einen Punkt B der Fläche geht im allgemeinen 
eine Erzeugende, welche die Curve ^ = f(t) in einem Punkte 
ji schneide. Es ist also 

OÄ = f{t), oä-\-ab = ob, 

mithin, wenn wir OB gleich <f setzen und beachten, dafs AB 
einer Strecke q>{f) parallel läuft: 

Q = f(t) + Vipit) . 
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Sind in dieser Gleichung t und v yariabel^ so stellt sie 
die geradlinige Fläche dar. 

Ist in der Gleichung der geradlinigen Fläche t = konstant^ 
so repräsentiert diese Gleichung alle Punkte einer Erzeugenden; 
bleibt aber v konstant^ so stellt die Gleichung, wenn f(t) einen 
beliebigen Punkt der Kurve q = f(t) bestimmt, alle Punkte 
auf der Fläche dar, welche von der Kurve q = f(f) längs 
einer Erzeugenden die konstante Entfernung v haben. 

Ist i; = 0, so ist Q = f(t), diese Kurve heifst entweder 
„Kurve v = (y^ oder „Fundamentalkurve^^ 

Da V die Entfernung eines Punktes längs einer Er- 
zeugenden von dem ihm entsprechenden Punkte der Funda- 
mentalkurve angiebt, so können wir v = konst. eine Kurve 
auf der Fläche bedeuten lassen, deren jeder Punkt von dem 
mit ihm auf derselben Erzeugenden liegenden Punkte der 
Fundamentalkurve eine konstante Entfernung hat. 

Wird hier f(t) = (> zu einem Punkte, so stellt die Glei- 
chung Q = f(t) -i- Vfp(t) eine allgemeinste Kegelfläche dar; 
und wird Q = g){t) zu einer Geraden, so repräsentiert diese 
Gleichung eine allgemeinste Cylinderfläche. . 

Wir wollen ein Beispiel einer geradlinigen Fläche be- 
trachten. 

Die Gleichung der Fläche sei: 

Q = (aa + ßb)t + (aa^ + ßh^ + yt)v. 

Die Gleichung der Fundamentalkurve ist: 

Q = {aa + ßb)t, 

d. h. eine Gerade in der a, ^- Ebene. Die Erzeugenden längs 
dieser Geraden laufen parallel den Strecken nach den Punkten 
der Kurve 

Q = aa^ "Y ß\ + yt. 

Diese Gleichung stellt aber jeden Punkt der Ebene, welche 
durch die Strecken {aa^ + ^^1)7 7 bestimmt ist, dar, also 
laufen die Erzeugenden dieser Ebene parallel. 

Die Gleichung der Fläche können wir aber auch schreiben: 

Q = (jta + ßh -\' yv)t '\- (««1 -j- ßh^v. 
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Betrachten wir als Pimdamentalkurve die Gerade 

so laufen die Erzeugenden der Ebene, welche durch die Strecken 
{cia -{- ßib)j y bestimmt ist, parallel. 

Auf der vorliegenden Fläche liegen also zwei Schaaren 
von Geraden, von denen jede Schaar einer Ebene parallel ist. 
Die Fläche ist ein hyperbolisches Paraboloid. 

Betrachten wir noch die Fläche, deren Gleichung ist: 

^ == aal + (/Scos^ + ysin^)«;, 

wenn a J_ /3 JL y ist, und diese Strecken die Länge 1 besitzen. 
Die Fundamentalkurve ist die unbegrenzte Gerade a\ 

Q == aat, 

und die Erzeugenden sind parallel der Ebene ß, y, d. h. sie 
stehen auf a senkrecht. 

Aus der Gleichung der Fundamentalkurve folgt, dafs diese 
Fläche, Schraubenfläche genannt, dadurch entsteht, dafs eine 
Gerade auf einer andern stets normal bleibend sich an dieser 
so heraufbewegt, dafs die Höhen, um welche sie steigt, pro- 
portional sind den Winkeln, um welche sie sich dreht. 

Vierte VorlesEng. 

Die GrnndreohnTingsarten der Quatemionen. 

Nachdem wir gezeigt haben, wie Linien nach Richtung 
und Gröfse addiert und subtrahiert werden können, müssen 
wir ihre Multiplikation und Division darlegen. 

Wir gehen von der Division aus. Wir nehmen an, dafs 
der Quotient zweier sich schneidender Strecken Uj ß: 

eiadeutig bestimmt sei. Aus dieser Gleichung folgt dann zur 
Erklärung der Multiplikation die Gleichung: 

q,a==-^cc = ß. 

Der Quotient zweier Strecken -^ heifst nach Hamilton 
eine „Quatemion". 

Graefe, Vorineimgen. 3 
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Aus der letzten Gleichung folgt^ dafs die Strecke a durch 
Multiplikation mit der Quatemion q übergeführt wird in die 
Strecke ß und zwar nach Gröfse und Richtung. Um aber dies 
auszuführen ist erforderlich: 1) dafs die Länge a von a ver- 
wandelt wird in die Läng6 h von ß, d. h. es mufs a entweder 
gestreckt oder verkürzt werden, bis es so grofs wie ß ist; 
2) mufs a so lange in der Ebene von a und ß gedreht 
werden, bis es in die Bichtung von ß fallt. 

Gesetzt q^ wäre eine Quaternion, welche, mit a multipli- 
ziert, diese. Strecke a nach ß überführe. Dazu ist nötig, dafs, 
um kurz zu sprechen, q^ in einer mit der Ebene aß parallelen 
Ebene operiere und zwar derart, dafs q^ in demselben Ver- 
hältnis wie q die Strecke a an Länge verändere und um den- 
selben Winkel wie q die Strecke a drehe. Wir setzen daher: 



wenn ist: 



Q = Qi oder i = -5^ 

A = A 

a a. ' 



Winkel aß = Winkel a^ ft , 
Ebene aß || Ebene a^^ß^. 

hj cCy \, a^ die absoluten Längen der Strecken ß, «, /S^, c^ 
bezeichnend. Hierdurch haben wir auch festgelegt, dafs eine 
Quaternion bestimmt ist durch vier Stücke: 

1) Von den absoluten Längenverhältnissen der Strecken 
ß und a. 

2) Von dem Winkel zwischen a und ß. 

3) und 4) Von den zwei Bestimmungsstücken der „Lage" 
der Ebene, in welcher a und ß sich befinden. 

Dafs die Lage der Ebene durch zwei Stücke bestimmt 
ist, ist leicht zu sehen. Wir fällen auf die Ebene eine Senk- 
rechte, dann ist die Ebene durch diese Senkrechte festgelegt 
Sind Qii Q27 9z ^^^^ aufeinander senkrechte Gerade, dann ist 

die Gleichung einer Geraden. Ist diese von der Länge 1, so ist: 

^1* + ^2^ + ^3^ = 1 • 
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Wir können durch Bestimmung von r^ und r^ bewirken, 
dafs diese Gerade der auf die Ebene senkrecht gezogenen 
Geraden parallel läuft. 

Da wir die Quaternionen eindeutig bestimmt haben, so 
hat die Gleichung: 

nnr eine Auflösung, welche wir erhalten, wenn wir beide 
Seiten mit a multiplizieren: 

— a ^= pa = X. 

Es ist also: 

ß «_?•« 
— . cc = • 

Die Quatemion — dreht und streckt durch Multiplika- 
tion nicht nur die Strecke cc, sondern auch jede andere der 
[Ebene von ß und a parallel gehende Strecke y. Wir können 
nämlich machen 





cc y ' 




Ebene Sy Ebene ßa 




^aß^^yd 




b d 
a c 


Hieraus folgt: 




• 


§ S ^ 
a ' y 



Wir haben mithin 

— • ma = mß = ml — • a) = —!-.«==—!— 
und wir setzen: 



ßm ß 

a a 



Sind /J', a Einheitsstrecken auf ß, a, so ist 

^ a aa a a a a 



* 
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ff 

Wenn wir eine Strecke parallel der Ebene ß^ a mit —, 

multiplizieren (-^ y\ , so wird diese Strecke um den Winkel 

ff 
aß^ gedreht. Deshalb heifst -7 der „Dreher oder Versor" und 

wird bezeichnet mit 

a a ^ . 

Multiplizieren wir aber eine Strecke mit — , so bewirkt 

TL 

dies nur eine Längenänderung« Der Quotient — heifst ,,Strecker 
oder Tensor*' und in Zeichen: 

a a ^ 

Die Quatemion ist also zerlegt in ein Produkt von Tensor 
und Versor: 

q=Uq' Tq = Tq'Uq. 

Dieselbe Bezeiichnung wird auch gebraucht, wenn q eine 
Strecke 'darstellt. Es ist dann Ta — der Tensor von a — 
gleich der Mafszahl der Länge von a, während Ua — der 
Versor von a — eine Einheitslänge in der Richtung von « 
bezeichnet. 

Aus der Definition der Quatemionen folgt: 

Setzen wir voraus, dafs die Quatemion 2^t_n nur juit ^j^j 

Schnittlinie der Ebenen ßa und ß^a operieren soll, so können 
wir ohne Zweideutigkeit setzen: 

P I ft^ P+ft 

Mit Hülfe dieser Gleichung können wir die Quatemion 
-^ zerlegen. Es sei OB = ß = hßi, OA = cc = aa. Wir 

ziehen BGA-Oä, dann ist: 

OB OG+CB ^ PC , OB 
OA^ OA ~ OA'^ OA 
oder 



- 37 - 

— = — (cos OD — ? + sin o) —7-1 , 
wenn 9 der Winkel aß und 8 eine Einheitsstrecke auf BG 

m 

ist. Es ist aber klar, dafs — = 1. Wir haben also: 

.2 = f = -icos(p + sin9>-^j. 

Diese Quaternion soll aber nur mit der Schnittlinie der 
Ebenen ßa und da operieren, d. h. mit jeder Linie der Ebene 

aß. Das reelle Glied der rechten Seite — cos g) heifst „Skalar'^ 

der Quaternion q und wird bezeichnet mit: 

8q = 8-^ = — cos w. 

Ist der Winkel 9 = 0, d. h. fallen a und ß in dieselbe 

Richtung, so reduziert sich die Quaternion auf einen Skalaren — 

Das zweite Glied der rechten Seite wird „Vektor" der 
Quaternion g genannt und in Zeichen: 

Vq = F— = — sin o) — • 

Ist <p = 90^, so reduziert sich die Quaternion zu einem 
Vektoren. 
Es ist: 

Tq = ^ 

Uq = cos g) + sin g) -7- • 

Durch unsere Zerlegung der Quaternion haben wir sie 
•abhängig gemacht von einer Quaternion —r, deren Winkel ein 

ex 

rechter ist. Denken wir uns die Strecken OM und ON auf-v 
einander senkrecht und OM^ = — OM, ON^ == — ON, so ist 

^~ ON ~ OMi ~ ' OM^ 

also 

OM OM _ _ _ ( ON 0M \ 
0N'0N~''''~ \0M' ON/' 

Hier tritt also das Produkt zweier Quaternionen auf. 
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Damit wir aber in Uebereinstimmung mit den Lehren der 
Arithmetik bleiben, nehmen wir an, dafs ist: 

a y y a Y y 

oder in Einheitsstrecken: 

aa hy* cy c y' 

Diese Annahme bedeutet nichts scnderes; als dafs wir in 
dem Produkt 

l(f^)-(|-f)r 

das associative Gesetz a (bc) = (ab) c gelten lassen^ d. h. die 

üeberführung von y in a und dann von a in ß ist gleich der 

üeberführung von y in ß. 

Wir haben mithin: 

OM OM . 

ON ' ON ~ 

Da der Versor einer Quatemion; deren Winkel ein rechter 
ist, „Elementarversor" heifst, so haben wir den Satz: 

„Das Produkt zweier gleichen Elementarversoren ist 
gleich der negativen Einheit." 

Sind aßy Strecken in derselben Ebene, so können wir 
setzen: 

^ = -(cos9) + sm9)-.j, 
^ = ^(cos^ + sin^J), 

7 = 7 (cos(9? + ^) + sin(9> + *) J), 

wenn 9?, ^ die Winkel aßy ya sind. Aus diesen Gleichungen 
iolgt: 

— (cos 9 + sin 9? —A (cos ^ + sin ^ -?j 

= 7 (cos (9> + *) + sin(g) + ^) ^) . 

Die rechte Seite dieser Gleichung erhalten wir aber auch, 
wenn wir die linke Seite nach den gewöhnlichen Multipli- 

kationsregeln auflösen und die Relation -;.-;== — 1 beachten. 
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Wir operieren also mit Quaterniouen derselben Ebene resp. 
parallelen Ebenen ebenso ; wie mit den komplexen Zahlen. 

Wir können also sagen: 

^^ie Quatemionen derselben Ebene oder paralleler Ebenen 
werden nach denselben Gesetzen verknüpft, wie die kom- 
plexen Zahlen'^, da wir den Satz auch für negative Winkel 
bestätigen. 

Wir müssen, betonen, dafs hier alle Quatemionen in der- 
selben Ebene operieren, da die Gesetze für Quatemionen im 
Allgemeinen von denen der reellen Zahlen verschieden sind. 

Wir hatten die Gleichung: 

a ' y y ' 

Vertauschen wir hier die Faktoren, so ändert das Pro- 
dukt seinen Wert. 

Um dies nachzuweisen, seien OA, OBy OC drei Einheits- 
strecken und 

dann ist: 






also: 



OA' p 



OB 

_ / _0G 
«1 • «2 — 7" — o3 



Wir ziehen nun die Strecken 0A\ OC 
in den Ebenen OAB und OBC so, dafs ist 

^AOB = ^B0A', ^BOG=^C'OB', 

wir haben dann: 

_ OA' 

^^~ OB ' 




Fig. 9. 



^1 



also: 



OB 

OC ' 

OA' 



00 OA' 
Die Quatemionen ^-j , ^^v stimmen zwar in den Ten- 
soren und den Drehungs winkeln überein, liegen aber in ver- 
schiedenen Ebenen; nur für den Fall, wenn «', ß\ y in der- 
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selben Ebene liegen, werden diese Quaternionen gleich, und 
es ist dann wie oben: 

Da Qi und q^ nur Versoren sind, so müssen wir noch 
zeigen, dafs das Resultat zweier Quaternionen q^ . q^ nicht 
allgemein gleich ist dem von ^ . qK 

Es ist aber 

q^.q^ = Tq^ . Uq^ . Tq^ . Uq^ = Tq^ . T^ .qi^q^ 
q^.q^ = Tq^ . Uq^ . Tj^ . Uq"^ = Tq^ . Tq"^ .q^.q^ 

womit der Nachweis geftlhrt ist. 

„Die Multiplikation der Quaternionen ist nicht commu- 
tativ (d. h. es ist a ,b nicht gleich b . a).^' 

Es bleibt noch übrig nachzuweisen, dafs das „distributive 
Prinzip**: 

(a + 6) (c + d) = ac + &c + «ö[ + cd 

und das „associative Prinzip**: 

(a . 6) c = a(b . c) 
gut 

Der Versor —, dreht a nach Ä' und der Versor ~ dreht 

a *^ p 

/f nach «'. Diese beiden Versoren nennen wir „konjugierte 

Versoren** und bezeichnen dies mit: 



Ist: 



K^, = i,Ki = ^, und KK K = ^.. 

a p' p a ' a a 



a a a^ 



b a 



so heifst die Quatemion — ^ die zu — „konjugierte Quaternion*^ 
und in Zeichen: 

a a p^ a a 

Hieraus folgt sofort: 



a 



ß. 



? 



a a 



- 41 — 



y^onjagierte Quatemionen sind solche, welche dieselbe 
Ebene^ denselben Tensor und gleiche aber entgegengesetzt ge- 
drehte Winkel haben/' 

Es sei 

OB = ß^bß', OA = aa\ BG±OÄ, CB^ = BC, 
dann ist: 

-^ = ~(cos9> + sin<)Pjjr;, 

^ a"" 0A~ OA OA ' 

daher, wenn 8' eine Einheitsstrecke auf 
CB ist: 




Es ist aber: 



d' 



Fig. 10. 



a a ' 



denn da — ein Elementarversor ist, so ist: 

a ' 

aofserdem besteht aber noch die Gleichung: 

a » a \ a / 

Wir können also schreiben: 

K ^ = -^ (coBtp + sing) . K^) . 



Aus: 



a a 



a 

folgt nun: 

(~) (cos9? + smg>-^) (cosy — sin^p J-) = (|-)' 
oder 

Multiplicieren wir die linke Seite wie komplexe Zahlen, 
beachten -7- • -r = — 1, so erhalten wir die rechte Seite. Der 
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Nachwei»; dafs Quatemionen derselben Ebene wie komplexe 
Zahlen verknüpft werden, ist hiermit vollständig gegeben. 
Für konjugierte Quaternionen bestehen die Gesetze: 

\ a ' a/ a ' a ' 

a y \y af 

In einer Figur sei OA = aa, OB^hß\ OC=\ßl, 
OB+OC=OD = md^\Blii±OA„CC,,±OÄ^,DD^±OÄi 
^ÄOB = q>,^ÄOC = ty^ÄOD = X' Es ist dann: 
OB + OC= OB^ + ^,B + OC, + C,C 

OD = OD, + A-D, 
also: 

(OB, + 00, - OD,) + {B,B + C,C - D,D) = 0, 

oder, wenn ä', d,', d^' Einheitsstrecken auf BB,, GC,y DB^ 
sind: 

(6 cos 9) + 6i cos ^ — m cos %) a 

+ Q> sin yd' + 1), sin ^d/ — w sin %d^) = 0. 

Das erste Glied . dieser Gleichung ist eine Strecke auf a 
und das zweite Glied stellt eine Strecke senkrecht auf a dar. 
Da aber die Summe zweier entgegengesetzt gerichteter Strecken 
nur als Resultat Null liefern kann, so besteht die Gleichung 
oflFenbar nur, wenn ist: 

m cos % = h cos 9> + &i cos ^ 

m sin x8^ = h sin 9>d' + ^1 sin ^d/. 

Es ist nun: 

§ b / , . *'\ 

-^ = -(cos9) + sm9^j 

und 

ß+ ßi ^ ( I • ^%\ 

Aus diesen Gleichungen erhalten wir 

A — = — (cos 0) — sm qp —I 
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a a \ ^ ^ a / 

K '^ ^ == — (cos y — sin y -V) . 

a a \ '^ ^ a / 

Addieren wir aber K^. K—, so erhalten wir die letzte 



a ' a 



Gleichung. Um das zweite Gesetz der konjugierten Qua- 
temionen abzuleiten, setzen wir: 

1 = 1. &1 1 = 1. y/ 

a a ai' y c ß^ ^ 

wenn die Ebenen der Quaternionen , — sich in der Ge- 
raden ft schneiden, ^ a/3 = -^ «i'/^i'? -^yS = ^ ß^y^ und 
die accentuierten Buchstaben Einheitsstrecken bedeuten. 

Es ist dann: 

d p _ ftd y/ 

und 



Es ist auch: 



mithin: 



y a 




ac cc^ 


y a 




bd «i' 
ac Yi 


a 


— 


b «/ 
a ft' 


y 


= 


d ft' 

yx' 


bd «i' 


ft' 


bd «i' 



a y ac ßi y^ ^c 71 y a 

Die beiden letzten Gesetze haben wir nur mit Hülfe der 
Annahme: 

l.«==l (aber nicht ".1 = ^!) 

ay y^ y a y / 

abgeleitet. 

Mit Hülfe dieser Annahme und den Sätzen über kon- 
jugierte Quaternionen können wir das distributive Gesetz ent- 
wickeln. 

Es sei 

ß b l , . d'X 6 /cosqpa' 4- sinqp^'X 



l 
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Der Quotient — r ist ein Elementarversor, welcher in .der 

Ebene ßu operiert. Die Ebene einer beliebigen Qnaternion — 

schneide die Ebene a/3 in einer Geraden a^; wir können dann 

setzen: 

^ 9: y' «/ 






wenn 






Es ist demnach: 

ß b / , . */\ b /cos q> , a/ 4- ain €p . d/\ 
Ji. = — (cos o) + sin cp -^1 = — I — ^-^, — ^ I 

und 
P y 6 cos qp . «i' + sin 9 . ^j' «/ 6 /cos 9> . «i' + si^^ 9 • ^i'\ 

= 5:lcos<p-^ + smg)-^j = -(cosg)- + smg)^.-^j 

& / y , . ^ y\ 

und hieraus • 

b l ,. ^\y 6/ y,. ^y\ 

- (cosg) + sing) -^j - = - (cosg) - + sing) -^. -^^ . 

Nehmen wir auf beiden Seiten die Konjugierten, so ist: 
— J5r(cosg) + sing)-) — = — -K^cosop— -| — -K'sin© — - — , 
oder 

— JBT— •jK'icosop + sing) — ) = — coEgj-K"— A — singjJST— •Ä'-y , 
mithiD, da die Konjugierten Quatemionen sind, 

--(cosg)-smg,^)=-(gcosg)-sing)g^j. 

Wenn wir von der Quatemion: 

ü- = — (cosg) — sin© — ) 
ausgegangen wären, so hätten wir erhalten: 

- f- (cos g? + sm g? -J = - \^ cos g) 4- sm © ^ — ) . 
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Wir haben also allgemein die beiden Gleichungen 

h ( ,. ^\y h ( y,. ^ y\ 

- (cosg) + sin()p ^ j 7 = - (cos<p ^ + sin^p ^ • f j 

y 6 / , . d'\ * 6 / y , . y ^\ 

y- (coscp + sm<p ^j = - (cosg) f + smg) - • ^) . 

Zerlegen wir — in die Summe eines Skalaren und Vek- 
toren: 

|- = |(cos^ + sin^.^) 

(— ein Elementarversor in der Ebene eyj 
so ist 

— (cos g) + sin 9 — j — (cos ^ + sin ^ • ^j 

=== — — I cos 9 (cos ^ -f- sin ^ ^j + sin 9? — (cos^ -f- sin ^^^ • ^) } 

= — • — I cos <p cos ij) + cos g) sin ^ -S + sin q> cos ^ — 

+ sin 9 sin ^ — .^|. 

Diese letzte Gleichung sagt aus, dafs für die Quaternionen 
das distributive Prinzip besteht. 

Um noch das asssociative Priuzip nachzuweisen, müssen 
wir zeigen, was das Produkt zweier Strecken bedeute. Diese 
, Frage werden wir in der folgenden Vorlesung untersuchen. 

Fflnfte Yorlesimg. 

über das Frodukt der Strecken. 

Die Ebene ist bestimmt durch eine Strecke, welche senk- 
recht auf der Ebene steht Die Ebene, in welcher eine 
Quatemion operiert, scheidet den Baum in zwei Teile; ein 
Auge, welches sich in dem einen der Teile befindet, erblickt 
die Drehung, welche die Quaternion ausführt, übereinstimmend 
mit der Uhrzeigerbewegung, während sie ihm von dem andern 
Teil aus umgekehrt erscheint. Ein Perpendikel, ii^gendwo auf 
der Ebene der Quatemion <nach der Seite des Raumes er- 
richtet, von welcher aus die Drehung mit der Uhrzeigerbe- 



- 46 - 

wegung übereinstimmt, heifst die „Achse" der Quaternion, und 
eine Länge auf der Achse, welche gleich dem Tensor der Qua- 
ternion ist, können wir den „Achsentensor" nennen. Die Strecke 
in der Richtung der Achse der Quaternion und von der Länge 
des Achsentensor heifst auch „Index" der Quaternion. 

Ist eine Quaternion gegeben, so ist auch deren Index 
bekannt Wenn aber der Index gegeben, so ist die Quaternion 
nicht vollständig bestimmt. Durch den Index ist zwar die 
Ebene der Quaternion, deren Tensor und die Richtung — 
Sinn -— ihrer Drehung bekannt, während der Winkel, um 
welchen die Quaternion dreht, unbestimmt ist. 

Diese Unbestimmtheit heben wir dadurch auf, dafs einem 
gegebenen Index eine Quaternion entspricht, welche um einen 
rechten Winkel dreht. Es ist klar, dafs wir irgend einen 
anderen konstanten Winkel hier hätten annehmen können, 
aber bei unserer Zerlegung der Quaternion in einen Skalaren 
und einen Vektoren ist unsere Annahme die zweckmäfsigste. 

Ist 2 eine Quaternion, welche um einen rechten Winkel 
dreht, so bezeichnen wir deren Index mit: Iq. Ist dieser 
Index gegeben, so ist die Quaternion g, welche „Elementar- 
quaternion" heifst, nach der Erklärung vollständig bestimmt. 

Für die Indices der Elementarquatemionen bestehen die 
Sätze: 

„Die Summe der Indices zweier Elementarquatemionen 
ist gleich dem Index der Summe dieser Quaternionen." 

„Der Quotient der Indices zweier Elementarquatemionen 
ist gleich dem Quotienten der beiden Quaternionen." 

Die beiden Ebenen der Elementarquatemionen schneiden 
sich in einer Geraden ft. Wir können dann, wenn yL gleich 
der Längeneinheit ist, für die gegebenen Elementarquatemionen 
setzen: 

2i — ^ ? & — ^ 

Da ft von der Längeneinheit ist, so sind die Längen der 
Indices gleich den Tensoren von ß^ und /J^? ^^^^ 

Ist Iqi = dj, Iq^ == dj, so liegen ß^, ß^, d^, dj, in einer 
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Ebene, auf welcher [i senkrecht steht. Da die Länge von ö^ 
gleich der von ß^j die Länge von dg gleich der von ß^^ und 
der Winkel dg^i gleich dem Winkel ß^ßi ist, so folgt leicht, 
dafs (Jj + *2 ^^ Länge gleich ß^ + ß2 ist und auf ft + ß^ 
senkrecht steht; es ist daher tf^ + (Jg der Index der Qua- 

R -I- Ä 

ternionen ^^ — ^^ oder in Zeichen: 

Aus der Figur folgt aber weiter: 

L 

^ = IIl = &- = jü = ^ 

^a -f 9^2 fe ft & ' 

da wir früher annahmen: 

ft_ 

Die Quaternion q^ ist vollständig unabhängig von jg? si® 

ist aber bestimmt durch den Index Iq^, Wir können daher 

ganz gut setzen: 

9i 



womit gegeben ist: 



«1= n 



*» 
«i« = ¥ 



Aus der Formel für die Summe der Indices folgt: 



+ 



h + «. 



n ' n n 

Die unbekannte Gröfse n ist für alle Elementarquater- 
nionen konstant. Denn sind g^ und q^ zwei Elementarqua- 
temionen, so ist: 

und da: 

so ist: 

"^«8 gs * 
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Da diese Gleichung eindeutig sein soU^ so mufs sein: 

flr ssss ■" 

na n 

unsere Aufgabe ist jetzt, die Operationen einer ^^Strecke 
dividiert durch die Grofse n^^ zu ermitteln. 

Es seien OAy OB, OC drei aufeinander senkrecht stellende 
Strecken von der Längeneinheit und es sei: 

OC , OA . OB 



= *it 7=rFr = «»t Tr-r^=t 



OB 1' OG '^^ 0A~''^' 
so ist: 

OA . OB , OC 

1 n ' * n ' * n 

Aus der Figur sehen wir^ dafs ist: 

OC OB 



also wie früher 



und ebenso: 



OB ~ OC 



. . OA OA ^ 

h'h^= = — 1 

* * n n 



. . _ OB OB _ _ . 

. . OC OC ^ 

Es ist ferner: 

• _ ÖC _ OB 
*i ~ OJB ~ 00 

0^ 00 



»o = 



also: 



^~ OC ~ 0A> 



. . OC OA OB OC 

h 'h=^ -— • —— = -Fr-7 = t« = 



Ferner ist: 



also: 



n n OA ^ n 

OA OC 

OC ^ OA^ 

OB OA 

oa'^ 'OB^ 



. . _0B OC OC . OA 
*2 • *s — -^ • -;r == 05 = *i "^^ "S" 

Ebenso ist: 

OB OA 



*» "~ 0^"^ OB^ 
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. _^ _ OB ^ 
^^~ 0B~ 00 '^ 



mithin: 



. . _0C OÄ _0Ä _ . _0B 
Wir haben aber auch: 



. _qÄ ' _OJl 
^2 ~ OC ' ^^~ OB^ 

3>lsO ' 

. . __0B^ 9A — 9A 9.^ • QC7 

^2 ^ *i — "^i n OB ~ ÖA~ ^3 = ^ 



Aus 



OB . OÄ 



I9 —— y-\ j ♦ ^fl 



3 "" 0^^ 2 -— Q(J 

folgt: 

Und aus den Gleichungen: 

. _0G_ . _ OB 

folgt 

. . _0A 99__99 ___ _9^ __ __ ' _ _ ö^ 

Stellen wir diese Formeln zusammen, so haben wir: 

• • • •• • •• • 

hH ^"^ h} Hh "^^ h7 H'^i ^^^ h} 

• • • •• ••• • 

HH ^^"^ % HH ^^^ ^1; ^1% ^"^ Hf 
und 

HHH ^^^ ^* . 

Diese Formel ergiebt sich durch Multiplikation von ig 
mit ijig =^ 4? dßnö wir erhalten: 

C^i^2J% ^"^ HH ^^^ 1^* 
Es ist aber auch: 

h\HH) = ^1^1 == !• 

Für diese Quaternionen gilt also das assoziative Prinzip, 

welches allgemein gültig ist, wenn es für 3 Glieder bewiesen ist. 

OA 
Setzen wir für die i die Gröfsen etc. ein, so haben wir 

die Formeln: 

Graefc, Vorlesungen. 4 
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OÄ Oä _ . OB OB j OC OC^ ^ j 



n n ' n n ' n n 

OA OB OC OB OA OC OA OB OC 



n n n ' n n n ^ , n 71 n 



— 1, 



aus welchen Gleichungen mit Hülfe der Multiplikationsregeln 
der allgemeinen Arithmetik die fehlenden folgen. 

Durch ziehen wir eine Strecke OM, welche wir nach den 
Achsen OA^ OB, OC zerlegen. 

Es ist dann 

OM^OA.x + OB.y+ OC.z, 

Hieraus folgt: 

OM OA , OB , OC 
n n * n ^ * n ' 

weil 



— • 



n n * n 

OM' sei die Einheitsstrecke auf OM und OM = mOM\ 

Es ist dann 

OM OM' 
— = m 

n n 

und 

OM OM o /OM' 0M'\ 2 

n n \ n n / ' 

weil einen Elementarversor darstellt. 

n 

Wir haben mithin: 
OM OM 



n n 



(OA , OB , OC \ [OA , OB , OC \ 

= [ — X H y H ^1 ( — X -j y-{ ^i 



Multiplizieren wir hier auf der rechten Seite nach den 
Multiplikationsregeln der Arithmetik, beachten die Produkte 

der Gröfsen etc. und dafs ist: 

n 

^^ + J^^ + ^^ = ^^7 

so erhalten wir thatsächlich zum Resultat — m*. 

Sind OM und OM^ zwei Strecken von den Längen m 
und %, so ist 

OM OM, OM' OM,' 



n n n n 



ninii, 
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OM' .. i- X • Till t ^^' A^^l • 

repräsentiert einen J^ilementarversor -, und einen 

n ^ H ' n 

solchen Versor -. es ist aber: 



also : 

OM OM, OM' I , OP , \ 

-^ — = — ni7n, . ^^^-7 = - mm, • (cos 9 + - - sin (p) , 

wenn (p = ^ M^OM ist und OP eine Einheitsstrecke senk- 
recht auf die Ebene OMM^j von deren Endpunkt wir die 
Drehung von M^ um den Winkel 9 nach M* im Sinne des 
Uhrzeigers sehen. 

Zerlegen wir OM und OM^ nach den Achsen OAj OB, 
OC und ist: 

OM=xOÄ + yOjB + 0OC 

OM, = rr^O^ + y,OB + ^^OC, 

so ist 

OM OM, l , OP , \ 
. • = — mmx (cosop h smop) 

/ OÄ . OB . 0C\ ( OA , OB , 0C\ 
Multiplizieren wir die rechte Seite aus, so erhalten wir: 

+ — (yi^ — y^i). 

Aus der analytischen Geometrie ist aber bekannt: 
XX, + yyi + zz^ = mmy cos 9 

und wir können setzen: 

— (ßx, — xz,) = wm^ sin 9 .ly, 

~(y^i— ^yi) = »w^isin9 -1. ^ , , , 

. lx + 7iy + iz^O 

-(^■2/i~y^0 = mm,sin<p.e, g^^_^^^^^g^^_0 
Es ist daher die Strecke: 

OA.l + OB.ri + OC.i = OP 
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von der Längeneinheit und steht auf der Ebene OMM^ senkrecht. 

Bilden wir ebenso — - • , so erhalten wir: 

GM, GM ( GP , \ 
— L = _ nim, (cosQp smg?) . 

Wir haben auch: 

GM ( , GP . \ 

^^ = m . mi l^cos (p+ -~ sm q)) 

(. . GÄ cos qp, + GB COfl cp- + OC cos qpo\ 
cos 9 4" sin 9 ^— ^-^ ) , 

wenn OP mit OA, OB, OC die Winkel ^j, 92? 93 bildet. 

Wir sehen also durch vollständige Multiplikation' der 

Glieder: 

GÄx + GBy + GCz GAx, + GBy^ + GC z^ 
n ' n ^ 

dafs das distributive Prinzip besteht. Es gilt aber auch das 
assoziative Prinzip, weil dieses Prinzip für das Produkt 

GÄ GB GC 
n n n 

gültig ist. 

In der letzten Vorlesung hatten wir für das Produkt 
zweier Quaternionen gefunden: 



— • — = — (cos q) . cos ^ + cos 9 . sin ^ -, + sin (p . cos ^ 

+ sin 9 . sin ^ — • ^r) . 



€X 



' st' 

Hier sind - , , — Elementarversoren ; sind deren Indices 



OE, OD, so ist 






• 






GE 

n ' 


8' 
a 


GD 

n 



und 

ö' ri* GE GB GE I , GF 






a s n ' n Gl) 

OF ist eine Einheitsstrecke senkrecht auf der Ebene 
OEB, von deren Endpunkt F wir die Drehung von D nach 
E um den Winkel % im Sinne des Uhrzeigers sehen. 

Das Produkt der Quaternionen ist mithin gleich: 
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p (cos q) . cos ^ — sin g) . sin ^ . cos % 

I cos <p . sin T/y . Q^ + sin y . cos ij) . OD — sin 9? . sini/; . sin^ . 0F\ 

w / 

also wieder eine Quaternion. 

Wenn wir in diesen Ableitungen die unbekannte Gröfse n 
gleich der Einheit setzen, mithin: 

so erhalten wir natürlich dieselben Resultate. 

Durch diese Annahme w = 1, sind wir auf die Definition 
Hamiltons gekommen: 

hl . IQ2 = (Ii • Q2 
und 

wenn q^ und ^g Elementarquatemionen sind. 
Wir haben jetzt die Gleichungen: 

• • • . 

*55 's *1 

und 

• • • •• • •• • 

Nennen wir die Seite einer Ebene „positive Seite", von 
welcher aus die Drehungen in der Ebene übereinstimmend 
mit der ührzeigerbewegung gesehen werden, so haben wir 
den Satz: 

„Das Produkt zweier zu einander senkrechten (Einheits)- 
Strecken ist eine dritte auf der positiven Seite der Ebene der 
Faktoren senkrechte (Einheits)S trecke." 

„Der Quotient zweier zu einander senkrechten (Einheits)- 
Strecken ist eine dritte auf der Ebene der beiden Strecken 
senkrechte (Einheits)Strecke." 

„Das Quadrat einer Einheitsstrecke ist gleich — 1." 

Ist ß eine Strecke von der Länge fe, so können wir setzen: 

9,190 * 

ß.ß='hKß'.ß'=-l\ 

„Das Quadrat einer Strecke von der Länge b ist gleich 
- h\ oder in Zeichen: /3* == - (Tßy. 
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Ist i eine Einheitsstrecke auf der positiven Seite der 
Ebene der Quaternion— , so ist: 



i = -(cos9 + isin9) 
und wie oben: 

ß . a = — b ,a (cos 9 + i sin 9) 
a . ß = b . a ( — cos 9 + i sin 9) . 

Aus dem Grunde, weil — sin 9 . i eine Strecke ist, heifst, 

wie wir schon erwähnten, dieses Glied der Quaternion ein 
Vektor (Strecke). Zerlegen wir i nach den Achsen OA, OS, 
OCj so ist 

i = x,\ + y^L, + z.i^y .V + Vi + ^i' = — 1 
und 

i == - [cos 9 + sin 9 {x^i^ + y, i^ + ^^ i^)] . 

Wir können jetzt setzen: 

b rn ß 

— cos w = 1 — cos w = w 

— x^ sin 9) = T— x^ sin 9 = a; 

— y^ sin g) = T-E yi sin <p =y 

— 0. sm w = I - 0. sm w = z. 

Die Quaternion ist hiermit auf eine viergliedrige Form: 
q = l = w-\-i^x + i,y + i^z 

ihre „Normalform" gebracht. 

Wir können die i sowohl als Strecken, wie als Elementar- 
versoren betrachten. 

Aus der Gleichung: 

a = ß , cos 9? + y . sin 9 , 

wenn a, /J, y Einheitsvektoren derselben Ebene sind, können 
wir unter Voraussetzung des assoziativen und distributiven 

Princips die Formeln für aj3, ßa und — entvdckeln. 
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Aus der Gleichung folgt: 
aß = ß^ , cos 9? + y /J . sin qp = — cos 9 -{- i sin 9 , 
wenn i senkrecht auf yß ist. 
ßa = ß^ coB(p -{- ßysinq) = ß^ cosg) — yßsinip= — cosy — isiny 

oder 

— ( — cos 9? + i sin 9) (cos g) -{- i sin (p) = — (cos 9 + i sin (p) 

und endlich 

— = cos q) -{- i^mq) . 



folgt: 



Aus der Normalform 



oder 



und 



Sq = w 

Vq = i^x + «22/ + h^ 



Sq = — cos 9 

TT- ^ • 

Kg' = — sm 9? . « 



TVq = — sin 9?. 



Aus der letzten Gleichung ergiebt sich: 



h^ 



(TVqy = ^8m'q> = -{Vq) 



2 



{Tqf = -^ = {TSqf + {TVqf = {Sqf - (Vqf. 

Es ist aber: 

{Vqf= x^ — y'-s\ 

mithin: 

{Tqf = w^' -\- x" + x^ + e\ 

Tq = Yw^ + ic' + y* +^' . 
Es ist aber auch 

q = Tq.Uq 
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also 

* y'w^ + ~x^'+ y' + z'' 
Sind ^' und a aufeinander senkrecht, so ist: 

I _ h' . 

a a 

und die konjugierte Quaternion ist definiert durch die Gleichung 

a a ' 

d. h. der „konjugierte Vektor eines Vektors ist der negative 
Vektor". 

Sechste Vorlesung. 

Formale Theorie der Quatemionen. Differentation der 

Quatemionen. 

Unter einer Quaternion verstehen wir nach dem früheren 
den Ausdruck: 

q = w + xii + yi^ + zi^ 
wenn i\, 1*2, % folgenden Relationen genügen: 

und das associative und distributive Gesetz gelten. 
Aus den Gleichungen: 

Qi = i^i + ^1 h + Vi h + ^ih 

3^2 = «^2 + ^ih + 2/2*2 + ^2*3 

^3 = «^3 + ^3*'i + 2/3*2 + ^3*3 
erhalten wir: 

wenn tv^ = w;«, ^1 = ^n, 2/1 = 2/«; -2?^ = is^ und 

«1 • 9'2 = Q's; 
wenn wir setzen: 

w;iM;2 — ^1^2 — 2/1 2/2 — ^1^2 = «^3 
^^1^2 + ^i«<^2 + 2/1^2 — ^iy2 = ^3 
*«'i2/2 — ^1^2 + !/iM^2 + ^1^2 = 2/3 
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Es ist aber auch: 
?!•!?. <Sq, + Vq,)(Sq,-]- Vq,)-Sq,Sq,+Sq, Vq, '+ Sq, Vq, + Vq, Vq, 
und 

Beide Produkte unterscheiden sich nur durch das Glied 
Vqi . Vq^ und Vq.^ . Fg^ . 

Bilden wir diese Produkte, so ist: 

VQi' Vq.2= — (^1 ^2 + yi Vt + ^1^2) + (yi^2 — 2/2 ^1) ^'1 + (^1^2 - ^2^1)^2 

y^ti y^i^— (^r^2 + 2/12/2 + ^1^2) — (2/1^2 — 2/2^1) *i — (^1^2 — ^2^i)*2 

(*^iy2 *" ^22/lJ *3 • 

Es ist also: 

S {Vq, . Vq,) ^ S {Vq, . Vq,) 

V{Vq,.Vq,)=- V(Vq,.Vq,) 
und 

2. •«. = Äg. % 4- Sq, Vq, + Sg, Fg^ + -S( Vq, Vq,) + F( Fg, Vq,) 
q,.q,== Sq^ Sq, + Sq, Vq, + Sq, Vq, + Ä( Fg, Vq,) - F( Fg^ Vq,) . 
Aus diesen Gleichungen erhalten wir: 

Vq,q2 + Fg^^i = 2 (Sq, Vq, + Äg^ Fg,) . 
Als die zu q^ konjugierte Quaternion haben wir bezeichnet: 

Kq, == Sqi — Vq, , 
also ist: 

2 Sq, =q,+ Kq, 

2 Vqi = 3i — Kq^ . 
Es ist: 

g, . Kq, = (S-g, + Vq,) (Sq, - Vq,) = {Sq.Y - {Vq,f 

= < + a;i^ + y/ + V = (^gi)% 

(Tg'i)^ wird auch die „Norm" der Quaternion genannt: Nq^. 
Setzen wir: 

«1 • 32 = 3^3; J^(3i • ^2) = -8^02 ' ^2i == ^y 
80 ist 

oder 
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« 

so daXs ist; 

«+^i'+yt'+ ^t') (u>2* + aJ,* + y,' + V) = «'s* + «^3*+ y3*+^3*- 
Ferner können wir setzen: 

Tq, = •|/<"+ a:i» +17+V , 



V^i' + y,' + ^i 



1.1,= — 1 ^ 



Qi = Tq^ (cos 9 4" * 8^^ 9) 
g^» = (Tq^y* (cos W9 + t sin 9) . 

Unter dem Quotienten — haben wir eine solche Qua- 
temion q^ zu verstehen, dafs' ist 







QA'il —Q2J 


^2 


Aus 


dieser 


Gleichung folgt: 








q^.qi. Kq^ = 


= ^2 . Kq, 


oder 












«4 • ^^1 — 


q, Kq, . 


Aus 


dieser 


Gleichung folgt: 





Nq^ , x^ = x^w^ — w^Xi + ^gj/i — j/2^1 

^^1 • 2/4 = J/a ^i — ^2^1 — ««^2^1 + ^2^1 
JVg^ . -^4 = ^2 w^i + J/2^1 — ^22/j — «<^2^1 • 
Es ist: 

also: 

9^1 -?^2i 
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und daher: 






Wir haben: 



^1 • ^3 — ^y ~-Nq, Nq, q. 



und: 

\ q., / q., ^3 



Endlich haben wir noch: 

9i 9x Nq^ q, K{q, Kq^) q, K{Kq^) Kq., 






q^Kq^ Nq^ Nq.^ 



___ 9t ' 99 ' Kq^ ^^ q^ . q.^ ^ 

^2i. 93 

Hieraus finden wir leicht, dafs ist: 

92 '9a 93' 

Denn es ist: 

9i 92 1 1 1 ^1 

92 93 ^^ 92 ^ 93 ^^ 9z 93 



Ebenso ist: 



92 93 



. -^ = 1 

92 9$' 9i 
Dagegen sind folgende Gleichungen: 

^^'^-^^^ 9--^'^ T92\-T2'^' 

^93' 

nicht wahr. 

Nachdem wir so die Rechnungsarten der Quaternionen 
rekapituHert haben, wollen wir sehen, wie Quaternionen dif- 
ferentiiert werden.. Die Differentialquotienten der Quaternionen 
treten in der Anwendung häufig auf, sei es bei Aufsuchung 
der Gleichung der Tangente an eine Kurve, sei es bei einem 
Problem der Physik oder Mechanik. 

Haben wir eine Quaternion: 



- 60 - 

wo Wj X, y, z Funktionen einer Veränderlichen t sind, und 
bezeichnen wir durch g[ + dg die Quaternion, welche aus q 
entsteht^ wenn t um dt zunimmt; es ist dann 

dq = dw -{- \dx '\- i^dy -\' i^dz . 

dq heifst „Differential^* von q. 
Aus dieser Gleichung folgt: 

Sdq = dSq, Vdq = dVq. 

Wir können sagen: „Das Symbol d ist kommutativ mit 
den Zeichen S und F." 

Ist p eine Funktion von g, so definieren wir das Dif- 
ferential dp mittelst der Gleichung: 

dp = dfiq) = lim ^(1+A^?L-^ ^ 

in welcher Gleichung h eine reelle von q unabhängige Gröfee 
ist. Diese Definition enthält als speziellen Fall die gewöhn- 
liche Definition von df{q), wenn q eine reelle Veränderliche ist. 
Ist f{q) eine constante Gröfse, so ist hiernach: 

dc = 0. 

Ist f(Q) = cg){q) so ist: 

dcq>{q) = cdq>{q) 
und 

d[q>{q)c\ = [dq){q)\c. 

Wir erhalten weiter die Relation: 

d{t\{q) + F,{q)+FM . . .] = dF,(q)-^dF,{q)-^dF,{q)- 
Ist f\q) = q){q)t{Q)7 so ist: 



df|9 == lim 







h 



Ä = '^ 

= 9{^)dil>[q) + dq){q)t{q), 
also 

Ist q)(q) = t{q) = 9'^ so ist 

dq^ = q .dq -\- dq . q. 



— ei- 
lst f{q) = g", wenn n eine ganze Zahl ist, so ist 

= rfg . g"-^ + qdq . g'^-2 + q^dq . g""^ + • • + i^~^dq . 

Wir können definieren: — = o"^. Ist w = 1, so heifst 

3~^ die zu q^ „reziproke Quaternion'^ 
Ist 

so suchen wir das Differential von 

q.q-^±=l 
und erhalten: 

dq . q—^ 4" 3 • ^Q^^ = 
und hieraus 

^2-1= — q-^.dq.q-'. 

Allgemein erhalten wir: 
dq-n = _ gf-^(?g' • 3~" "— i~^dq . g-" + ^ ... — q-'^dq . ^~^, 
wenn w eine ganze Zahl ist. 
Wir hatten 

dSq = Sdq und d Vq = Vdq . 
Da aber 

Kq^Sqr- Vq 
ist, so haben wir: 
I dKq = ^(/S^ - Vq) = fZÄg — rfF^ = Ä6?g — Vdq = Z;c/(?. 

Es ist 
; {Tqf^qKq, 

■ also: 

• 2(Tq) dTq = dq.Kq+ q. dKq = q . Kdq + ^(<? Kdq) 

= 2S(2 ^fZg) = 2S{Kq . dq) . 

Daher haben wir: 

dTq = ^J-^-^ 
und 

d Tq g Kq . dq 

~Tq ~ ~ITW~ ' 
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Ist hier q ein Vektor q, so ist: 

{TQf = - 9« 
und 

2 Tq (ITq ^ — {Q.dQ+dQ.Q). 

Da aber: 

ßa == 6a ( — cosg) -— isin^) = /S/Sa + Vßfx^ 
aß == ?>a( — cos 9 -f* ^sin 9) = Sßa — 'Vßa 
so ist: 

ßa 4- a/J = 2/>a(— cos 9?) = 2Saß. 

Mithin ist 

Tq . (ITq = Sq , (1q. 

Aus: 

folgt: 

(Iq = dTQ,UQ+ Tq. d Uq, 

mithin ; da Tq eine reelle Zahl ist: 

"^.'^dTQ.^' + TQ.^^ 

dTq . dÜQ 
Tq ' Uq 

Nehmen wir hier den Vektor, so ist: 

Aufser diesen Differentialen brauchen wir im folgenden 
die zweiten und dritten Differentiale, welche durch die Glei- 
chungen : 

d{dp) = d^p , d(cPp) = d^p 

definiert sind. 

So haben wir z. B. 

^(ä^) = ^K*^^ ' i "^ ^ - ^Q) = ^^Q . q -\- 2 dq . dq -\^ q . (Pq 
und 

^(q^) = d^q.q + Sd'q . dq + 2dq ,d'q + q, d^q. 

In allen diesen Formeln ist dq eine beliebige Zunahme 
von q) welche nicht, wie in der Differentialrechnung mit 
reellen Zahlen, unendlich klein zu sein braucht. 
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Die Grbke dp ist eine Punktion von q und .dq] wir 
können setzen: 

dp = lim ^to + hä,) - F m _ ^(^^ ^^) 

Nehmen wir statt der Zunahme dq eine andere Zunahme 
^Qi7 so ist 

dp = lim Ek±JLä^m = ^(,, ,,,j . 

Ä=0 '* 

Es ist aber: 

f{q, dq + .7g.) = lim F(i + Mg: + Mq,)^m 



Ä = 



Ä 



_ jj^ ^(g + fe^g + hd q ,) - F(q + fecZg,) + F {q + fedg^) - F (q) 
Ä=0 ^ 

= /"(^, dq) + /"(g, rfgj . 

Aus dieser Formel folgt sofort: 
f(q, xdq) = f{q, dq + dq + r7g . . .) = xf{q, dq) . 

m 

Siebente Vorlesung. 

Operationen mit den Symbolen 8 und F. 
Es seien zwei Vektoren: 

ß = hh + hh + hh 
gegeben, a und ß sind Quaternionen, deren Skalaren Null 
sind. Der zu a konjugierte Vektor ist: 

Ka = — a 

und der zu ß konjugierte Vektor ist 

Kß = -ß. 

Da a und ß Vertreter von Elementarquaternionen sind, 

so ist 

Ka.Kß = Kßa = a . /3 
und 

Kß.Ka==Kaß = ß,a. 

Es ist aber 

a.ß==Saß+ Vaß, ß . a = Kaß = Saß -- Vaß. 
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Kßtt^Sßa - Vßa, 
also 

« . /3 — Kßa = Saß — Sßa + Vaß + F/3a = 0, 

aus welcher Gleichung folgt: 

Saß = Sßa, Vaß= - Vßa. 

Diese Gleichungen folgen auch durch Subtraktion und 
Addition der beiden Gleichungen: 

a.ß = Saß + Vaß 

ß.a = Saß — Vaß = Kaß. 

Es folgt hieraus 

a. ß + ß.a = 2 Saß, a.ß — ß.a^2Vaß. 

Vertauschen wir hier a und /3, so erhalten wir die zwei 
obigen Gleichungen. 
Wir haben auch: 

K{aß ,y) = Ky. Kaß = Ky , Kß . Ka = — yßa . 
Es ist aber 

cc.ß,y = Saßy + Vaßy 
— Eaßy = + yßa = — Saßy + Vaßy 
and durch Subtraktion: 

a.ß.y~y.ß,a = 2 Saßy . 
Vertauschen wir hier y mit a, so erhalten wir: 

y,ß,a — a.ß,y = 2 Syßa , 
mithin: 

Saßy= — Syßa. 

Wir können auch schreiben: 

Saßy = Sa{ßy) = S{aVßy} +S[a{Sßy)]. 
Da aber Sßy eine reelle Zahl ist, so ist 
S[a{Sßy)} =Sßy.Sa=^0, 

m 

denn der Skalar eines Vektoren ist Null. 
Mithin ist 

Saßy = S[äVßy} ==^^-S{aVyß} ===--Sayß. 
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Ebenso ist: 

Sayß = S[Vay.ß] = -^ Syaß 
= S{ß. Vay] ^--Sßya 
Saßy^S[raß.y)= — Sßay. 
Wir haben also die Gleichungen: 
Saßy^Sßya=Syaß = '-Sayß= — Sßay= — Syßa. 

Multiplizieren wir wirklich die Vektoren nach den ge- 
wöhnlichen Regeln, so erhalten wir, wenn 

a.ß = — (aii>i + (^2h + ^sh) + (^2h — «sM^'i + («3*1 — 0^1^3)^2 



ist 



a . ß . y = — 



ai«2% 
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^1 ^2 ^3 



+ Vaßy. 



Es ist mithin: 



Saßy = — 



«1 «2 0^3 

&i h h 

Ci C2 C3 



Vertauschen wir hier in der Determinante je zwei Hori- 
zontal- oder Vertikalreihen, so erhalten wir die Relationen 
für Saßy, Werden in der Determinante die a gleich den fe, 
so verschwindet die Determinante und es ist 

Scc.a .y == Sa^ • y = 0, 

wie natürlich, da «^ ein Skalar ist. 

Machen wir in der Determinante a^ = a2y &i = &2; ^1 = ^2) 
so ist ihr Wert ebenfalls Null, und es ist daher 

Saßy = 0, 
wenn 

« = «1^*1 + ^ih + «3% 

ß = hh + *1^2 + *3*'3 

r= ^ih + ^1^2 + ^3%- 

Allgemein ist Saßy = 0, wenn zwischen den Koefficienten 
der i die drei Gleichungen: 

Graefe, Vorlesungen. 5 



^ 



- 66 - 

a^^x + b^y + Cj^jer = 
a^x + h^y + Cgje? = 

bestehen. Dann ist: 

ax -{- ßy -^^ yz = 0. 

Ist iSa/5)/ = 0, so liegen a, /5, y in einer Ebene, und 
liegen aßy in einer Ebene, so ist Saßy = 0. 

Liegen aßy in einer Ebene, so steht der Vektor Vaß 
senkrecht auf dieser Ebene, mithin auch auf y; da aber das 
Produkt zweier senkrechter Vektoren wieder ein Vektor ist, 
so ist der Skalarteil Null; also S [ Vaß . y} = Saßy = 0. 

Ist Saßy = 0, so ist auch S[ Vaß . y}'= 0. Der Skalar- 
teil des Produktes der Vektoren Vaß .y ist also Null, es 
stehen mithin diese Vektoren senkrecht aufeinander. Da aber 
Vaß auf a und ß senkrecht steht, so mufs y in die Ebene 
der Vektoren a und ß fallen. 

Wir können drei Grofsen x, y, z so bestimmen, dafs ist 

«^ + /3y + y^ = * = H^i + ^2^2 + h^\ ' 
Es ist dann: 

a^x + &iJ/ + <?i^ = ^1 

«2^ + hy + ^2^ = ^2 

AUS diesen Gleichungen folgt aber: 

a ß yd 



% ^2 ^2 ^2 
^3 ^3 ^8 ^3 



= 0. 



Aus dieser Determinante ergiebt sich: 

SSaßy = aSydß + /SSady + ySßöa. 

Wir können auch F«/3 in Determinantenform schreiben: 



= Vaß. 



h 


h 


»8 


«1 


«2 


«S 


h 


»2 


^8 
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Hieraus folgt sofort: 

2 Vaß == — 2 Vßa]= aß — ßa. 

Da ß ein Vektor ist, so können wir setzen ß == Vß^y, 
und wenn wir statt ß^ wieder ß schreiben: 

2V{aVßy) = a. Vßy — Vßy.a. 

Addieren wir zu dieser Gleichung die identische Gleichung: 

= a.Sßy — Sßy,a, 
so erhalten wir 

2 F(a . Vßy) = aßy — ßya 

= {aß + ßa)y — ß{ya + ay) 

==2y,Saß — 2ß.Sya. 
Es ist also: 

r{aVßy) = y.Saß- ß.Sya. 

Wenn wir zu dieser Gleichung die identische Gleichung: 

V{aSßy) = aSßy 

addieren, so bekommen wir die wichtige Gleichung: 
Vaßy = aSßy — ßSya + ySaß == Vyßa . 

Vertauschen wir hier ß und y, so ist: 

rayß=aSßy + ßSya — ySaß. 

Aus der Gleichung: 

. r{a Vßy) = ySaß — ßSya 
folgt: 

VißVya) = aSßy - ySaß 

V(f Vaß) = ßSya — aSßy . 
Und durch Addition dieser Werte erhalten wir: 

r{aV(ßy)} + rißVya] + V{yraß} =0. 

Addieren wir zu dieser Gleichung dia selbstverständliche 
Gleichung: 

S(a Vßy) + S{ß Vya) + S{y Vaß) = 3 Saßy, 

so finden wir: 

a Vßy + ß Vya + y Vaß = 3 Saß y . 

• Führen wir Determinanten ein, so lautet diese Gleichung: 



a 



« • • 

*1 *2 *3 




• • • 

^1 *2 H 




*i h h 




«1 «2 ^3 


&1 feg &3 


+ ^ 


^1 ^2 ^3 


+ y 


a^a^a^ 


— —3 


fei fe2 ^3 


Cj Cg C3 




^1 ^2 % 




h 62 h 




^1 ^2 ^3 



^ 
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Wie oben haben wir auch: 

V(Vaß . Fyd) = dS(yVaß) — yS{Vaß)d 

und da 

SrVttß = Syaß 

V{raß . VyS) = äSyaß — ySaßd, 

Hieraus folgt sofort: 

r{Vyd, rßa) = aSyöß — ßSyda. 

Da aber 

— Vßa = Vaß 
ist, so ist 

V{Vaß . VyS) = — V^Vßa. Vyd) = + ViVyd . Vßa) 

und schliefslich : 

öSttßy — aSßyd + ßSyda — ySaßd = 0. 

Diese wichtige Formel haben wir schon mit Hülfe der 
Determinante für Sccßy abgeleitet, 

Haben wir vier Vektoren a, ß, y, d, so ist: 

Saßyd = S(aVßyd), 
da 

S{aSßyd) = 0, 

£s ist aber 

VßyS = ßSyd - ySßd + dSßy, 
also : 

SaßyS = Saß . Syd — Say . Sdß^+ SaS . Sßy . 

Hieraus folgt: 

Sßy da = Si5y . Ä*« — SßS . Say + Saß . Äyd, 

also * 

Saßyd = Ä/Syda = Syda^ = SSaßy. 

Es ist ferner 
SaßSy = iS«^ . Ädy - Saß . Äy/3 + Say . Sßd . 

Da die Gleichung 

aß.yS = {Saß + Vaß) (SyS + Fyd) 
besteht, so ist auch 

SttßyS = Saß . Syd + S(Vaß . Vyd) , 
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mithin: 

S(raß. ryd) = Sad.Sßy— Say,Sßd. 

Es ist aber: 

r{Vaß . Vyä) = SSaßy — ySaßö, 
zaithiu 

Vaß . VyS = Sa8 . Sßy - Say . Sßd + dSaßy + ySadß. 

Mit Hülfe dieser Relationen wollen wir einige Gleichungen 
entwickeln, welche in der Folge oft auftreten werden. 

Es seien a, ß, y drei Vektoren, welche den Gleichungen: 

Saß = 

Say = m 

Saßy = 

genügen; es soll eine Gleichung aufgestellt werden, welche 
diese Bedingungen erfüllt. 

Aus der letzten der drei Gleichungen folgt: 

aßy = Vaßy j 



also auch 



Da aber: 
so ist: 



ayß = Vayß 

= aSyß — ySaß + ßSay, 

Saß = Of Say = m, 



ayß = aSyß -}- ßm. 

Es ist aber auch: 

ayß = a , Syß + a . Vyß^ 
mithin: 

a .Vyß = ßm. 

Dies ist die gesuchte Gleichung. Denn offenbar erfüllt 

sie die dritte Gleichung. Multiplizieren wir sie mit ß^ so 

erhalten wir: 

a . Vyß . ß = ß'^m 

und nehmen beiderseits den Skalarteil, so ist: 

Sa . Vyß .ß = ßKm 
oder 

Sß.a. Vyß = SVßa. Vyß = ß^Sccy — Sßy . Say.= ßhn. 
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Aus der Gleichung folgt aber auch, 

«^ . Vyß = ccß .m 

und hieraus, weil «* ein Skalar ist: 

cc^SVyß=^0 = Saß.m. 

Mithin folgt aus der Gleichung mit ß^ die Bedingungs- 
gleichung : 

Say = m. 

Auf ähnliche Art wollen wir aus den drei Gleichungen: 

aVßy = y.m, SVßy . F#£ = 0, Sdsy^O 

eine Gleichung ableiten. 

Aus der zweiten dieser Gleichungen folgt: 

Vde ,Vyß = — Vyß . Vöa 

V{V8b. Vyß)= Vde. Vyß. 

Es ist aber: 

V{Vds . Vyß) = - ySSeß + ßSdey, 

mithin: 

Vyß. Vd€ = y.Sd6ß, 
also * 

{a.Vyß)Vd€ = ay.Sd£ß 
oder 

— ym . Vde = ay . Sdeß . 

Da aber Syde = ist, so ist 

yVde == — Vde . y, 
also 

m . Vds . y = a .y . Sdsß. 

Multiplizieren wir auf beiden Seiten mit Ky, so erhalten 
wir schliefslich: 

m. Vd8 = cc.Sd€ß. 

Mit Hülfe der Relationen in S und V können wir auch 
. Vektorengleichungen auflösen. 
Es sei z. B. die Gleichung 

VaQß = y 

für den unbekannten Vektor q aufzulösen. Aus der Gleichung 

folgt: 

aVaqß = ay, 



r 



71 — 



mithin: 
oder 



SaVaQß^Say 

8a^Qß = a^SQß = Say. 

Ebenso haben wir 

Sß VaQß = Sßagß = Sß^ag = ß^SaQ = Sßy . 

I Nun haben wir 

I VccQß = aSßQ — QSaß + ßSag = y, 

also ' 

QSaß = aSßQ + ßSuQ — y, 
I daher ist q bestimmt durch die Gleichung: 

QSaß = «Ä«y(^) + ßSßY{^) - y. 

Es sei als zweites Beispiel gegeben: 

VaßQ^y. 
Dies können wir auch schreiben: 
y = Vaßy = V{Saß + Vaß)Q = QSaß + F(Fa^)p. 

Aus dieser Gleichung folgt aber 

S{Vaß)y = SaßQ = SiVaß . ^Saß + Vaß . F(F«/3)p] 
= Saß . Äa/3p + /S(Fa/J . Fa/Jp) 
= Sa/5 . SaßQ, 
mithin . auch 

Saßy 



Da aber 
so ist 



YaßQ = y, 



und 



9 = ^«/3(y+^):[F(«^)]l 

Um die Gleichung 

a'Sß'Q + a''Sß''Q + a'"S/3"> = y 

aufzulösen, multiplizieren wir sie der Reihe nach mit d' a'\ 
ti" a y da' und nehmen den Skalarteil; wir erhalten so 



— 72 - 

Sa"a"'a'SßQ = Sa"a"'Y 

oa aa oß q ^= oa ay 

Saa a Sß Q^^ouay. 

Wir setzen 

d = x Vaß + y Vßy + z Vya . 

Dann ist: 

yd = yx Vaß + yy Vßy + y^ Vya , 

mithin 

Syd = xSyaß = xSaßy, 

weil /S'«Fg£ = /Sf£g£ = 0. 
Ferner erhalten wir 

Sdß = ^Saßy 
und 

Sda = ySaßy, 
Mithin 

S = Saßy = Vaß . Syd + F/3y . Saä + Fy« . Sßd . 

Wir haben also zur Bestimmung vou q die Gleichung: 

QSaa''a''\ SßTß^'ß'" = Vß'ß'\ Saa"y + F/3"/3'". ««"«"> 

+ Vß!"ß\Sa"a'y. . 

Mit Hülfe der Operationen in S und F können wir sehr 
einfach die Formeln der linearen Koordinaten-Transformation 
ableiten. Es seien OA^ OB, OC die Achsen eines rechtwink- 
ligen Koordinatensystems. Auf OA liege die Einheitsstrecke i^, 
auf OB sei die Einheitsstrecke i^ und auf OC die Einheits- 
strecke ig. Ebenso seien 0A\ OB", OC mit den entsprechenden 
Einheitsstrecken i/, «V, h ^i® Achsen eines zweiten recht- 
winkligen Koordinatensystems. 

Ziehen wir durch eine Strecke OM, so können wir setzen: 

OM=i^x + i^y + i^z 
OM=i^X + i^Y+HZ, 

Da TOM die Länge von OM angiebt, so ist: 

^' + y* + ^' = ^' + i"' + ^'. 

Die Strecken OA', OB^, OC können wir nach den Achsen 
^i; *2> h zerlegen. Wir können daher setzen: 
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t/ = «1« + i^b -\- igC 

Setzen wir diese Werte oben ein, so erhalten wir: 

X'=aX-\-a'Y+a"Z 

y = bX + VY+h"Z 

= cX + cY+c"Z. 
Wir haben ferner: 
SOM. «V == — X, SOM. V = - r, SOM.is = — Z. 

Bilden wir uns aber diese Skalaren mit Hülfe der Formeln, 
in welchen i^, ig, i^ vorkommen, so erhalten wir leicht: 

X = ax -\- by -\' C0 

Y = ax -{- Vy + c'z 

Z = a''x + V'y + c'0. 



Femer ist: 
i '2 = 1 



«• '2 



= 1 1 '2 = _ 1 



^1 • *2 



Si^' . ig' = 0, Si2 . ^3' = 0, Si/ . ig' = und Si^ ' % . «V = — 1, 

mithin: 

a« + 6^ + c^ = 1 , aa + 66' + cc' = 
a'2 _|_ fe'2 _^ c'2 = 1 , aa" + 66" +cc" = 



a 



"2 



+ 6"2 + c"2 = . 1 , a'a'' + 6'6" + c'c" = 



aV — ab = c", 
a — ab = c , 
ao — a b = c y 



f ff 
ca 



-c a = 6 , 

ff ff -if 

c a — ca = , 

f f T ff 

ca — c a = b y 
a, 6, c 

a V d 

ff 7 ff ff 
a b c 



I,' " Uf f _ 

bc —bc = a 
y'c-bc' ^d 
hd - Vc = a\ 



= 1. 



Diese Determinante wird — 1, wenn wir annehmen 



• / 



% • ^2 — ^3 • 



Setzen wir die Werte von X, T, Z in OJf= i/X + V Y 
-|- fg'Z^ ein, und vergleichen die so erhaltene Gleichung mit 
0M^=^ \x + i^y + i^Zj so finden wir: 
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t^ = a^^ -f- a ^2 + öt eg , 
ig = 6i/ + ^'4' + ^"*V; 
% — ^H l" ^ ^2 "i ^ % • 
Aus diesen Gleichungen erhalten wir die weiteren Formeln: 

Sehliefslieh seien noch folgende Formeln erwähnt: 

hx — ay =c'Z — 9"^; 
b'x —a'y = c"Z — cZ, 
b^x—a'y^cY - c'X, 
az -ex =h'Z -6"r, 
a'^ — c'x = 6"Z — &Z, 
a"^ — c"a;=fer -6'X, 
cy —Iz =aZ —a''Y, 
c'y — Vz = a"X - aZ, 
c''y — Vz = aY —a'X. 

Achte Vorlesung. 

Anwendung der Quatpmionen auf die Theorie der Kurven 
im Baume. Tangente und Normalebene, Sohmiegungsebene 

und Oskulationskreis. * 

Die einfachste Kurve im Räume ist die Gerade oder wie 
wir von nun an sagen der Vektor. Alle Vektoren im Räume 
können wir bestimmen durch Vektoren, welche durch ein und 
denselben Punkt — den Vektorenanfang — gehen. Wir be- 
zeichnen die unbegrenzten Vektoren durch den Ursprung mit q. 
Ist a ein gegebener Vektor, so ist 

Q = X , a 

die Gleichung einer Geraden parallel zu a. Aus dieser Glei- 
chung folgt 

Ist umgekehrt diese Gleichung gegeben, so ist q eine 



i 
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Gerade parallel der Geraden a, da die Gleichung anzeigt, dafs 
der Winkel zwischen q und a Null Grad beträgt. 

Ziehen wir einen Vektor ß durch den Anfangspunkt und 
durch den Endpunkt von ß eine Gerade parallel a, so ist die 
Gleichung dieser letzten Geraden: 

Q = ß -{- xa 

oder 

V(q — ß)a = 0. 

Die Gleichungen von zwei parallelen Geraden durch die 
Endpunkte von ß^ und ß.^ sind daher: 

V{q - ß,)a = 0, F(p - ß,}a = 0. 

Ziehen wir aber durch den Endpunkt von ß eine Gerade 
senkrecht auf «, so ist deren Gleichung: 

Q = ß -{- xa . Yaß. 

Die vom Endpunkt von ß auf a gefällte Gerade sei y, 
dann ist 

Es ist aber Vaß eine Gerade senkrecht auf a und /5, 
mithin auch senkrecht auf y; V{a . Vaß) , ist aber senkrecht 
auf a und senkrecht auf Vaß, dieser Vektor fällt also mit y 
zusammen und wir können setzen: 

y = r(cc Vaß) = a Vaß, 

weil 8(a Vaß) = a^Sß =?= 0. Die Gleichung können wir 

auch schreiben 

SiQ-- ß)a = 0. 

Geht a durch den Endpunkt von ß, so liegen die End- 
punkte von Q in einer Ebene, welche senkrecht auf a steht. 
Die letzte Gleichung ist die Gleichung einer Ebene, welche 
durch den Endpunkt von ß geht und auf a senkrecht steht. 

Wird /J = 0, so ist 

SQa = 

die Gleichung einer Ebene, welche durch den Vektorenanfang 
geht und auf a senkrecht ist. 

Liegen in der Ebene, welche «durch den Endpunkt von ß 
geht und senkrecht auf a ist, zwei Vektoren /J^, /Sg, so haben 
wir bekanntlich, wenn x eine reelle Zahl ist: 
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und die Gleichung der Ebene ist: 

S{Q-ß)xVß,ß, = 
oder 

SiQ-ß)ß^ß, = 0. 

Die Geraden ß^, ß^ laufen aber parallel den Geraden 

Die letzte Gleichung stellt also eine Ebene dar, welche 
durch den Endpunkt von ß geht und den Geraden ^^^ pg 
parallel ist. 

In dieser Gleichung können wir /J^ zerlegen, indem wir 
setzen: 

ßi = ß — y 

und die Gleichung der Ebene lautet: 

S{q -ß){ß- V)ß, = 0. 

Diese Gleichung repräsentiert eine Ebene, welche durch 
die Endpunkte von ß und y geht und senkrecht zur Gbene 
SQß2 = ist, da diese Ebene senkrecht auf ß^ steht. 

Wie wir ßi zerlegt haben, so können wir auch /Sg durch 
die Summe zweier anderen Strecken darstellen. Wir setzen 
nämlich 

und erhalten als Gleichung der Ebene 

S(9 -ß){ß- y) iy-S) = 0. 

Dies ist die Gleichung einer Ebene, welche durch die 
Endpunkte von /3, y, d geht. 

Wir wollen die Länge des Perpendikels vom Ursprung 
der Vektoren nach der Ebene 

S(9 -ß){ß-y)(y-S)^0 

bestimmen. 

Die Gleichung der Ebene können wir schreiben: 

SQ{Vßy + Vyd + Vdß) — Sßyd = 0. 

Die Gleichung einer Ebene durch den Endpunkt von a 
und senkrecht zu s ist: 



1 
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oder 

Sqb — Sas = 0. 

Setzen wir hier 

a = ß 
und 

£ = x(yßy + Vyd + Vöß), 

so erhalten wir die Gleichung der betrachteten Ebene. Der 
Vektor e fallt also in die Richtung der Senkrechten auf die 
Ebene. Setzen wir in die Gleichung der Ebene Q = s, so ist 
€ die Senkrechte auf die Ebene vom Ursprünge aus, und wir 
erhalten zur Bestimmung von x die Gleichung: 

SxiVßy + Vyd + VößY = Sßyd, 

und hieraus: 

Sßyd 

^ ~" {yßy + ^y^ + v^ßV 

also 

_ . Sßy^S^ 

^ ~ ^^ßy + Vyd + Vöß 

Es sind ßyd drei an einer Ecke liegende Kanten eines 
Tetraeders. Es ist 

Sßyd = 8{rßy)d. 

Wir können auch setzen: 

rßy= Tß.Ty.sinßy.ri, 

wenn r^ ein zu ßy senkrechter Einheitsvektor ist. 
Wir haben daher 

SßyS = Tß.Ty. sinßy . Srid 

= — Tß.Ty.Td . sin (ßy) . cos (i^*) 
= — b .c . d .sin (bc) . cos {rjä), 

wenn b, c, d die resp. Längen von ß, y, 8 sind. Es ist aber 
b.c. sin (6c) der doppelte Inhalt des Dreiecks mit den Seiten 
ß und yy und d . cosTjtf gleich t?mal dem Sinus des Neigungs- 
winkels der Kante d gegen die Ebene ab, mithin ist b .c .d . 
sin (bc) cos (r^d) gleich dem sechsfachen Volumen des Tetra- 
eders mit den Kanten bcd und wir können setzen 

- Sßyd = 6Yo\(bcd). 
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Fallen ß, y, d in eine Ebene, so ist das Volumen gleich 
Null und wir haben die schon bewiesene Relation: 

Sßyd = 0. 

Wir erhalten somit, wenn JB, C, D die Endpunkte von 

ßf y, d sind: 

6Vol bcct 



Es ist aber 

6Yo\bcd = 2sABCD, 
mithin 

Vßy + Vyä + F*/3 = — 2ABCD. 

Fällt ß mit y zusammen, so erhalten wir wieder 

Vßd + Vdß = 0. 

Im Räume sei eine Curve durch ihre Gleichung 

gegeben. Wir betrachten die beiden Punkte der Curve, denen 
die Vektoren q und 9 + z/^ zugehören und zwar so, dafs ist 

Wenn q um J q zunimmt, so soll t sich um /It ändern; 

es ist mithin » 

OM = f{t + dt). 

Je näher M' an den Punkt M rückt, um so mehr nähert 
sich Q -^ ^ Q dem Werte von q, d. h. um so kleiner wird 
^9, also auch ^t 

Rückt M unendlich nahe an M, so wird MM' zum 
„Bogenelement", und die unbegrenzte Grerade MM' wird zur 
Tangente, da „die Tangente eine Gerade ist, welche durch 
zwei unendlich nahe Punkte der Curve geht'^ Ist ^q un- 
endlich klein, so hat die Tangente die Richtung von MM\ 

Es ist aber 

MM=OM'- OM=^Q] 

bezeichnen wir das unendlich kleine ^q mit cIq und ebenso 
das unendlich kleine jdt mit dt, so ist die Tangente parallel 

der Geraden -~. 

dt 

Ist ilfj ein beliebiger Punkt der Tangente und 
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so ist 



dt 



Da Q^ — Q dieselbe Richtung wie -— hat, so ist 



die Gleichung der Tangente im Punkte M. 

Wir wollen aus dieser Gleichung die bekannte Gleichung 

in Koordinaten ableiten. 

£s sei 

OM = i^x + i^y + i^z, 

OM, = i,l + 1,71 + 1^1, 



dann ist 



dg . dx y^ . dy ^^ . dz 

dt ~ ^^dt'^ ^^di "^ ^^di 



und 

dx 
dt 



yi9.-9)'^-'{{n-y)%-{i->^)'^]H+[{i-^) 

und hieraus die Gleichung: 

i — x n — y t — z 

dx dy dz 

dt dt dt 

Aus der Gleichung der Tangente ergeben sich die Winkel, 
welche die Tangente mit den Axen bildet: 



cos« = 



dx 
dt 

rp dg 
dt 

dy 



cos ß = - 



rp dg 

dt 



dz 

dt 
cosy = 



/TT dg 

dt 



Es ist TdQ gleich der absoluten unendlich kleinen Sehne 



^ 
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MM! j welche mit äs bezeichnet wird und das „Bogenelement 
der Kurve" im betreflfenden Punkte heifst. 
Also ist 



dt~\ \dtJ ' \d%] » Kdt) dt 



Da t eine beliebige Veränderliche ist, so können wir sie 
gleich s machen und bekommen die Gleichungen: 

dx o dy dz rr^Q t 

cos a = -, - j cos ß = -j^ , cos y *= , , .Z 37^ = 1 , 

ds ' '^ ds ' ' ds ^ ds ' 

und 



^m- 



Diflferentiieren wir diesen Skalaren nach s, so erhalten w^ir 

ds ds^ 

Diese« Gleichung sagt uns, dafs „der Vektor ^-| senk- 
recht auf dem Einheitsvektor -^ d. h. auf der Tangente steht*^ 

Die „Normalen" eines Punktes der Kurve stehen senk- 
recht auf der Tangente in jenem Punkte, sie liegen also in 
einer Ebene — der „Normalebene". Diese Ebene gehe durch 
den Endpunkt von q^\ es liegt also in der Ebene der Vektor 

9i — 9 und die Ebene steht senkrecht auf dem Vektor -^ ^ 

OL V 

mithin ist die Gleichung der Normalebene 

Durch die Tangente gehen unendlich viele Ebenen, welche 
mit der Kurve zwei unendlich nahe Punkte gemein haben. 
Eine von diesen Tangentialebenen wird zwei aufeinander- 
folgende Tangenteu der Kurve enthalten, also durch drei un- 
endlich nahe Punkte der Kurve gehen. Die Ebene, welche 
durch drei unendlich nahe Punkte der Kurve geht, heifst 
„Oskulations- oder Schmiegungsebene" oder auch „Krümmungs- 
ebene" der Kurve. 

Die Schmiegungsebene geht durch die Endpunkte der 
Vektoren 
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und liegt der Endpunkt von q^ m der Schmiegungsebene, so 
ist deren Gleichung 

S{q^ — Q)dQ(dQ + d^o) = 0, 
oder 

da Saß^ = ist. 

Aus der Gleichung der Schmiegungsebene folgt, dafs die 

Vektoren q^ — f{t\ —^- , , A in der Schmiegungsebene liegen. 

« 

Nehmen wir statt der Variabein t die Gröfse Sy so hat 

— ^-^^ die Richtung einer Normalen in der Schmiegungsebene. 
^ s 

Die Normale in der Schmiegungsebene heifst die „Haupt- 
normale". Ziehen wir einen Vektor q nach einem Punkte 
der Hauptnormalen, so ist deren Gleichung: 

Sind A, ft, V die Neigungswinkel der Hauptnormalen gegen 
die Achsen, so ist 

cos A = -7-^ Tr. 
cos a = -1-^ Tr, 
cos v= -T-^ Tr, 



Tr = 



ds' 
1 



ds^ 



Die Länge Tr heifst der „Krümmungsradius". Um diesen 
Krümmungsradius zu finden, soll der Kreis bestimmt werden, 
-welcher mit der gegebenen Curve drei unendlich nahe Punkte 
gemein hat. Dieser Kreis, welcher „Oskulationskreis^^ heifst, 
hat seinen Mittelpunkt in der Schmiegungsebene. 

Ist P der Mittelpunkt einer Kugel, M ein Punkt der 
Kugel, so ist 

FM — PO = r = Radius der Kugel nach Lage und Grofse 

Graefe, Vorlesungen. 6 
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oder 

Q — Qi^r, 

Da die Länge von r für die Kugel konstant ist, so ist 
die Gleichung der Kugel 

T(q — Q^) = Tr = konstant 
oder 

s{q — Q,y = Sf^. 

Da der Kreis, mithin auch die Kugel, durch einen Punkt 

der Curve geht, so ist q = f(s). 

Die Kugel geht aber noch durch die Endpunkte der 

Vektoren 

Q + dQ, Q + 2clQ + d^Q, 
also ist 

S(q + dQ- Q,y = Sr' 

S(q + 2dQ + d^Q - Q,y = Sr\ 

Wenn wir aber wie in der DiflFerentialrechnung die 
Glieder, welche gegen die anderen Glieder unendlich klein 
sind, vernachlässigen, so erhalten wir die Gleichungen: 

WOZU noch die Gleichung der Oskulationsebene kommt: 
Aus der Gleichung der Schmiegungsebene folgt, dafs 

(«• - «»i) dl d^ 

ein Vektor ist. 
Mithin ist 

ds ds^ ^9 ^^^ ~ ^ ds ds* ^^ ^^^ ~ ds ' 

wenn wir die Gleichungen für die Kugel beachten. 
Aus der letzten Gleichung folgt 



9i = r = 



d^' 
ds' 



F 
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Diese Gleichung bestimmt r vollständig und es ergiebt 
sich der Wert für Tr wie oben. 

Ist aber die Gleichung der Curve q = fif), so sind unsere 
Gleichungen 

S{9 - 9,)^ = Sr^ 

Aus diesen Gleichungen folgt: 

V d^Q dg •j-rf \ d*9 dg 

^^ - 9.) w -dt = ^(^- 9i) Jt^ -dt 

= (9 - 9i) Ä dt^ äi — rfi^ ^ (9 - 9i) rfl + rff ^(9 - 9i) dF« 

= (p - 9i) s j^, -5(- - ^7 ^ 1,^; . 

Daher 
(9 _ pj Ff ^ ^«?. = _ :^ S WU 4?. j^'-^M' 

\sr sri/ ^^a ^j ^^ \ dt / dt ^^ dt) 

und 

/TT ^9 I T ^?-] 

dt \__dt \_ 

rpyd^Q dg 

^ di^ dt 

Die absolute Länge des Krümmungsradius können wir 
auch auf folgende Art finden. 

Es seien zwei Einheitsvektoren q und q^ gegeben. Der 
Winkel, welchen diese Vektoren mit einander bilden, ist be- 
stimmt durch die Gleichung 

cosw = — Sqq^ 
und hieraus 

2 (1 — cos w) = 2 + 2Sqq^ = - Sq? - Sq,^ + 2Sqq, 



T(Q-Q,) = Tr = 



oder 



da 



4smä J = - 5(9-9,)% 
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ist. 

Nehmen wir nun die Vektoren q und q^ zwei aufeinander 
folgenden Linien eines Systems parallel, so wird u unendlich 
klein und q — p^ wird zu dQ, und es ist 

u = TdQ. 

Ist u der Winkel, den zwei aufeinander folgende Tan- 
genten bilden — „Kontingenzwinkel" — , so ist hier 

dg 



und es ist 



9= ds 
ds 



U rpd^Q 

•^ ds^ 



= Tr. 



Der Quotient -r- bestimmt die „erste Krümmung^' der 

Curve. Nehmen wir nämlich die Krümmung eines mit der 
Linieneinheit beschriebenen Kreises als Einheit der Krümmung 
an, so verhalten sich die Krümmungen zweier Kreise umge- 
kehrt wie die Radien, und es ist der reziproke Wert des Radius 

das Mafs der Krümmung eines Kreises. Es ist also ^— die 

Krümmung des Krümmungskreises. 

Der Krümmungsmittelpunkt auf der Schmiegungsebene 
ist für jeden Punkt der Curve bestimmt durch die Gleichung 

Q = fis) - [f' is)]-\ 

wenn gesetzt wird: 



ds' 



-riß). 



Lassen wir hier q variabel sein, so ist dies die Gleichung 
einer Kurve, gebildet aus der Folge der Krümmungsmittel- 
punkte — „Kurve der Krümmungsmittelpunkte^*. 

Der Krümmungsmittelpunkt gehört den zwei aufeinander 
folgenden Normalebenen 
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an und liegt in der Schmiegungsebene 

Der Krümmungsmittelpunkt liegt also in der Schnittlinie 
von zwei aufeinander folgenden Normalebenen, d. h. in der 
„Krümmungsachse". 

Da die beiden Normalebenen auf der Schmiegungsebene 
senkrecht stehen, so ist auch die Krümmungsachse senkrecht 
auf der Schmiegungsebene. In der Schmiegungsebene liegen 

die Vektoren -^ = f(s) und /"(^)? niithin ist die Krüm- 

mungsachse parallel dem Vektor Vf{s)f'{s), Die Gleichung 
der Krümmungsachse ist daher 

9 = m - [f'{s)\-' + X vf'is) r(s). ■ 

Dies ist die Gleichung einer geradlinigen Fläche, deren 
Fundanientalkurve die Kurve der Krümmungsmittelpunkte ist 
und deren Erzeugenden mit den Krümmungsachsen zusammen- 
fallen. Ziehen wir an die gegebene Kurve alle Hauptnormalen, 
so bilden diese eine geradlinige Fläche und zwar so, dafs 
„zwei aufeinander folgende Erzeugenden —- Hauptnormalen 
— sich im allgemeinen nicht schneiden''. Die Gleichung der 
Hauptnormalen ist 

wenn q = f{s) die Gleichung der Curve ist. 

Für die folgende Hauptnormale besteht die Gleichung 

oder 

Gesetzt die beiden Normalen schnitten sich, dann folgt 
aus den Gleichungen dieser Normalen 
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Multiplicieren wir diese Gleichung mit J s j nehmen 
den Skalarteil, so erhalten wir die Gleichung: 

ds ' ds^ ' ds^ ' 

d. h. 

df(8) d'fjs) d^m 

ds ' ds^ ' ds^ 

liegen in einer Ebene. Sollen aber diese Vektoren in einer 
Ebene liegen, so müssen zwei aufeinander folgende Schmie- 
gungsebenen zusammenfallen. Im allgemeinen decken sich 
aber diese Schmiegungsebenen nicht. Zu diesem falschen 
Resultat sind wir durch die Annahme, dafs sich zwei auf- 
einander folgende Hauptnormalen schnitten, gelangt; diese An- 
nahme ist mithin falsch und der Satz erwiesen. 
Ahnlich können wir folgenden Satz beweisen: 
„Wenn wir an die Kurve der Krtioimungsmittelpunkte 
eine Tangente ziehen, so schneidet diese Tangente die ge- 
gebene Kurve im allgemeinen nicht in dem Punkte, zu welchem 
der Tangente Berührungspunkt Krümmungsmittelpunkt ist." 

Die Gleichung der Tangente an der Krümmungsmittel- 
punktkurve ist 

« 

Soll diese Gerade durch den zugehörigen Punkt der ge- 
gebenen Curve gehen, so mufs die Gleichung richtig sein für 
Q == f(s). Setzen wir diesen Wert ein, lösen die Gleichung 
nach der Formel 

2 Vaß = aß — ßa 

auf, multiplicieren die so erhaltene Gleichung mit [f\s)]^f'''(s)y 
nehmen den Skal arteil, so erhalten wir die falsche Gleichung 

q dm dYW ^Y(s)_n 

ds ds^ ds^ 

Hiermit ist der Satz bewiesen und da, wie wir bald sehen 
werden, diese letzte Gleichung aussagt, dafs die Kurve in einer 
Ebene liegt, gezeigt, dafs bei „einer ebenen Kurve die Tan- 
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gente an die Kurve der Krümmungsmittelpunkte — „Evolute" 
— durch den entsprechenden Punkt der gegebenen Kurve 
geht, und daher Normale in diesem Punkte ist." 

Neunte Vorlesung. 

Zweite Erünunung. Sehmiegungskugel. Osculation von 

Kurven. 

Je zwei aufeinander folgende Schmiegungsebenen schliefsen 
einen unendlich kleinen Winkel mit einander ein, welcher 
das Mafs für die „zweite Krümmung" dieser Kurve abgiebt. 
Als „zweite Krümmung" einer Kurve sehen wir das Verhält- 
nis des Winkels zweier unendlich nahen Schmiegungsebenen 
zum zugehörigen Bogenelement an; dieser Quotient ergiebt 
die Abweichung der Schmiegungsebenen der Kurve von einer 
und derselben Ebene. Weil die Kurve zwei Krümmungen hat, 
heifst sie „Kurve doppelter Krümmung'^ 

Der Winkel zwischen den Schmiegungsebenen ist aber 
gleich dem Winkel, welchen die beiden Normalen auf den 
resp. Schmiegungsebenen — die „Binormalen" — einschliefsen. 

In der Schmiegungsebene liegen die beiden Vektoren 

-^ und -T^' Auf diesen Vektoren, mithin auf der Schmie- 

gungsebene, steht der Vektor V-^ -t\ senkrecht. Ziehen wir 

durch den Vektorenursprung eine Parallele zu dieser Normale 
und machen sie an Länge gleich der Einheit, so ist deren 



Gleichung 



da ist 



^~ ds ds^' -^ d8^^ 



ds ds'^ ' ds 

Wie in der letzten Vorlesung erhalten wir 

w rp ^ds ds^l ' ds^ 

ds ds ' 

wenn w der Winkel ist, den zwei aufeinander folgende Binor- 
malen einschliefsen. 
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Beachten wir die Gleichungen 

so erhalten wir 

o dg d^Q d^Q 

w 1 ds ds* ds^ 



2 



ds Tr^ 



Diese Länge Tr^ tragen wir auf der Binormaien -^ • ^—^ ab. 

dS Cv 8 

Der Anfangspunkt dieser Normalen ist der Endpunkt von 
Q und wenn der Endpunkt von q^ auf dieser Normalen liegt, 



so ist 



• 


9i — 


P + 


^dg d»e. j,d*Q 
ds äs* ' ds' 




Es soll 


aber sein 










Ti9^ - 


-9) = 


o dg d^Q d'^g 


X, 



ds ds^ ds^ 

mithin ist U der Länge und Richtung nach gegeben durch die 
Gleichung 

, dg d^g ds* 

Qi = Q + 



ds ds* Q dg d*g d^g 
ds ds* ds^ 

Verschwindet die zweite Krümmung, so ist w = und 

S -^ ^ ^- = 
ds ds* ds'^ 

Die beiden Schmiegungsebenen fallen in eine Ebene. 
Es ist aber auch 

rp ds ds* ' ds* ^ 

Wenn wir setzen 
so ist 

tmd diese Grofse ist gleich Null, wenn a^ = o^ = «3 = . 



J 
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Beachten wir, dafs ist 
^7 5^ = «i(y« —sy)-\-ii{sx —xs)Ari^{xy —yx), 

und wenn p'''" = ^-^ und r = - — ^^^ > so erhalten wir die 

Gleichungen: 

r(yV' - /y") = c . 

r{s'x" — x'd') = c^ 

r{xy —yx ) = c^. 

Multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit 
^'7 y\ ^ '^"^^ addieren, so erhalten wir 

Qf dg d^g d^g , . , , f r\ 

ds ds^ ds^ I 1^ I j 

und daraus folgt 

Dies ist aber die Gleichung einer Ebene, d. h. alle Punkte 
der Kurve liegen in einer Ebene, die Kurve ist eben. 

„Verschwindet aber die erste Krümmung, so ist die Kurve 
eine Gerade.*' 

In diesem Fall ist 

ds^ 
oder 

Diese Gleichung kann nur stattfinden, wenn 

x'' = 0, '2/" = 0, /' = 
und hieraus 

i^x' + i^y + ig/ = i^Ci + i^c^ + ^3^3, 
mithin 

Q = einem bestimmten Vektoren. 

Da die Krümmungsachse durch den Krümmungsmittelpunkt 
geht und senkrecht auf der Schmiegungsebene steht, so ist 
jeder Punkt der Krümmungsachse von drei aufeinander folgenden 
Punkten M, ifeTj, ilfg der Kurve gleichweit entfernt und ist 
also Centrum einer Kugel, welche durch diese drei Punkte 
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« 

geht. Wir können daher sagen: „Die Krömmungsachse ist der 
Ort für die Centra der Schar Kugeln, welche mit der Kurve 
drei unendlich nahe Punkte gemein hat/^ Der Krümmungs- 
kreis ist der Durchschnitt aller dieser Kugeln. Unter diesen 
Kugeln sind besonders drei bemerkenswert: 1) die kleinste 
von ihnen; deren Mittelpunkt und Radius sind der Krümmungs- 
mittelpunkt und der Krümmungsradius, weil von den Punkten 
der Krümmungsachse der Krümmungsmittelpunkt die kürzeste 
Entfernung von der Kurve hat; 2) die gröfste der Kugeln, 
nämlich die Oskulationsebene, deren Radius unendlich grofs 
ist und deren Mittelpunkt auf der Krümmungsachse unendlich 
fern liegt; und 3) die Kugel, deren Mittelpunkt der Durch- 
schnittspunkt zweier aufeinander folgenden Krümmungsachsen 
ist. Diese letzte Kugel hat mit der Kurve vier unendlich nahe 
Punkte gemein; sie heifst „Schmiegungskugel". Da der Kugel 
Mittelpunkt auf einer Krümmungsachse liegt, so geht sie durch 
die Punkte M, M^y M^j und weil der Mittelpunkt auch auf 
der folgenden Krümmungsachse sich befindet, so geht auch die 
Kugel durch die Punkte üf^, M2, Jtfg, sie hat also mit der 
Kurve die vier Punkte M, M^, M^j Jfg gemein. Da durch 
vier Punkte eine Kugel bestimmt ist, so ist dies die einzige 
Kugel derart. 

Diese Kugel habe die Gleichung 

dann bestehen noch die Gleichungen 

Aus diesen Gleichungen folgt auch sofort, dafs der Mittel- 
punkt der Oskulationskugel mit dem Schnittpunkt zweier auf- 
einander folgenden Krümmungsachsen zusammenfallt. 

Um diesen Mittelpunkt zu erhalten, setzen wir in die 
allgemeine Formel 

Va.ß .y= Vy .ß ,a = aSßy — ßSay + ySaß 



- 91 - 

zuerst 

und. dann 

d^Q n d^Q dg 



d^Q dg o/j n ^^9 



g3} 



a 



ß-ds^' y = -^(9i-'9), Sy = 0, 



Setzen wir beide Resultate gleicK, berücksichtigen obige 
Gleichungen und die Formel 

V(ß Vya) = aSßy — ySßa, 

so erhalten wir für den Ort jener Mittelpunkte die Gleichung 



(>i - 9 = 



ds ds'^ 



q dg d'^g d^g' 
ds ds^ ds^ 

mithin für die absolute Länge des Radius 

rjiy dg d^g 

Tr = dji ±s\^ 

^ q dg d^^g d^g 

. ds ds^ ds^ 

Da der Endpunkt von Qj^ auf der Krümmungsachse liegt 
und die Gleichung der Krümmungsachse 

^1 ~9 "~ \dsV '^^ ds ds' 
ist, so erhalten wir zur Bestimmung von x die Gleichung 

__ (^\'^ _4- dg d^^ ^ ds ds^ ^ 
\dsV •" ds ds^ q dg d'^g d^g 

ds ds^ ds^ 

, d^g 

Multiplizieren wir diese Gleichung mit -^-^ und nehmen 

d s 

den Skalarteil, so ist: 

ds^ ds^ 



X = 



dg d^g d^g' 



KdsV ^ ds ds^ ds^ 
mithin ist auch q^ durch die Gleichung 

qd'^Q d^g 

— _ l^]"^ 4. ^ ^ ' ds^ ds ^ 

^1 "" ^ \dsy ■»" ds ds* /d*9\2 ^dg d^jd^Q 

\ds'v ds dti^ ds' 

bestimmt. 



- 92 - 
Ist der Krümmungshalbmesser konstant, also 



oder 



also 



und daher 






d. h.: „Bei allen Kurven doppelter Krümmung von konstantem 
Krümmungshalbmesser ist auch der Radius der Schmiegungs- 
kugel konstant, nämlich gleich dem Krümmungshalbmesser, 
und fällt die Kurve der Centra der Schmiegungskugeln mit 
der Kurve der Krümmungsmittelpunkte zusammen." 

' Wir haben bis jetzt nur die* Berührung von Kurven mit 
Kreisen resp. Kugeln betrachtet. Dies sind aber nur spezielle 
Fälle der Oskulation von* Kurven untereinander. 

Es seien vorerst zwei Kurven durch ihre Gleichungen 

Q=f(t) und Q = (p(t) 

gegeben. 

Schneiden sich diese Kurven, so mufs der Wert von q 
für deii Schnittpunkt der beiden Gleichungen derselbe sein, 
und der Wert von t ergiebt sich aus 

Haben die beiden Gleichungen für einen Schnittpunkt die 
Eigenschaft, dafs der erste Differentialquotient von q nach t 
in beiden derselbe ist, so haben die Kurven dieselbe Tangente 
resp. dieselbe Normalebene für den Punkt, für welchen die 
Gleichungen 

bestehen. 

Ist für den Punkt f{t) = g)(t) noch der zweite Differen- 
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tialquotient von q nach t in beiden Gleichungen derselbe, so 
ist in diesem Punkte beiden Kurven die Schmiegungsebene 
gemeinsam, also auch der Krümmungsmittelpunkt, die Krüm- 
mungsachse und die Hauptnormale. 

In unserem ersten Falle haben die Kurven zwei unendlich 
nahe Punkte gemein, im zweiten Falle jedoch fallen drei un- 
endlich nahe Punkte zusammen. 

Ist Q=m, Q = q>it) und m = <p(t), ^^ = -jf , 

so sagen wir „die Kurven haben in dem betreffenden Punkte 
eine Berührung erster Ordnung". • 

Ist aufserdem noch , ^ = "jM ' ^^ sagen wir 5,die 

Kurven haben in dem betreffenden Punkte eine Berührung 
zweiter Ordnung". 

Verallgemeinern wir dies, so können wir sagen: 

^ „Zwei Kurven q = f(t)j Q = fp{t) haben eine Berührung 
nter Ordnung, wenn f(t) = q){t) und die n ersten Differential- 
quotienten dieser Funkttonen gleich sind." 

Von der Theorie der Kurven im Räume bleibt uns noch 
manches zu sagen übrig. Das meiste davon können wir jedoch 
erst bei der Theorie der Flächen besprechen. Wir wollen hier 
nur noch von der sog. „ganzen Krümfhung" und den! „Schmie- 
gungskegel" handeln. ♦ 

Verschieben wir zwei unendlich nahe Hauptnormalen 

sich selbst parallel bis sie sich schneiden, so ist der Winkel 

zwischen diesen beiden Geraden gleich dem Winkel der sich 

kreuzenden Hauptnormalen. Dieser Winkel, welcher natürlich 

unendlich klein ist, heifst „Winkel der ganzen Krümmung" 

im betreffenden. Punkt der Kurve. Dieser Winkel mifst die 

Abweichungen zweier Hauptnormalen von einander, mithin 

die Windung der Kurve. Ist dieser Winkel gleich Ä, so heifst 

die Gröfse 

JL_ A 
B ~ s 

„die ganze Krümmung der Kurve" in jenem Punkte und R 
„der Radius der ganzen Krümmung". 
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-r 

Ist die Kurve eine ebene Kurve, so ist der Winkel der 
Schmiegungsebenen Null und der Winkel der ganzen Krüm- 
mung wird zum Kontingenzwinkel und die ganze Krüminung 
wird zur Krümmung der ebenen Kurve. 

Ist der Kontingenzwinkel der Kurve t«, der Winkel der 
Schmiegungsebenen w^ so ist 

ifeä = ^2 _^ ^2^ 

also 






s> 



wenn -^ die erste und -^ die zweite Krümmung ist. 

Dieser Satz von Laueret läfst sich an einer Figur leicht 
beweisen. 

Wir haben gesehen, dafs jeder Punkt der Krümmungsachse 
der Mittelpunkt einer Kugel ist, welche die Kurve in drei 
aufeinander folgenden Punkten berührt. Denken wir uns an 
die Kugeln berührende Kegel gelegt, deren Spitzen in die 
Krümmungsachsen fallen, so erhalten wir eine Schar gerader 
Kegel, welche die Kurve in drei aufeinander folgenden Punkten 
berührt. Die Erzeugenden der Kegel stehen auf den Kadien 
der Kugeln senkrecht. Alle diese Kegel enthalten den Krum- 
mungskreis. Unter diesen Kegeln sind folgende beachtens- 
wert: 1) Die Schmiegungsebene, als ein Kegel, dessen Spitze 
in den Krümmungsmittelpunkt fällt; 2) der Cylinder, dessen 
Erzeugende der Krümmungsachse parallel laufen; und ^) der * 
Kegel, welcher mit der Kurve noch einen vierten Punkt gemein 
hat. Dieser letzte Kegel heifst „Schmiegungskegel". Ist C 
der Krümmungsmittelpunkt, K der Mittelpunkt der Oskulations- 
kugel und S die Spitze des Kegels, so ist 

T(CK.CS) = B,K 
Denken wir uns hier CK und jB^^ = / ^a/-/ n\2 eingesetzt; 

nehmen wir JR^ = konstant, so ist die Länge von CS unendlich 
grofs, d. h. der Schmiegungskegel ist ein Cylinder. 
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Zehnte Vorlesung. 

Tangentialebene und Normale von Flächen. 

Bevor wir zu unserer Untersuchung gehen, wollen wir 
die gebräuchlichsten Abkürzungen anführen. 

Ist die Gleichung der Fläche in der bekannten Form 

^ = f{^, y) 

gegeben, so bestehen folgende Bezeichnungen: 

dz dz dp d'^z 

dx ^^ dy ^^ dx dx^ 

^ ^^ dq^ d^z dq^ __ d^z 

dy dx dx . dy ^^ ~dy ~dy^^ 
n^ = p2 _^ ^2 _j_ ^2 

Hat die Gleichung die Form 

so sind folgende Abkürzungen gebräuchlich: 

-H^ = F'(x) = P; ^ = F'{y) = Q, 'l~ = F\z) = n, 

dx^~-^' dy^~-^> dz»~'^' 



dy dz ' dz dx ' dx dy 

Sind die Gleichungen der Fläche 

oder 



so setzen wir: 



dy dz 



du dv 

dz dx 



du dv 
dx dy 



dy 


dz 


dv 


du 


dz 


dx 


dv 


du 


dx 


'dy 



= Ä 

= B 

= C. 



du dv dv du 

Hieraus folgt sofort 



oder 
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Weiter ist 

A -/!f- + B -/^ + C -^l- = ü 

du ov ' du cv * du ov 

dx dx i_ ^y dy . dz dz ^ 

du do ~^ du dv * du dv 

©* + ©'+(|^)' = o, 

_ g j d'fju, V) dfj u, V) df(u, ^)l 2) 

l du^ du dv i 

_ S ^ ?*/I^»Jl) ^^h^ dfiu^ I ^ ^, 
l^w^y du dv l 

3m dv 

Es ist, wenn wir f=f(u, v) setzen: 

l ^tt ^t? ^w dv i 

also 

Setzen wir: 

du dv ' 



/^ 



SO ist 



(71* <7v y du dv) 

q df dn q df dn ^ df dn ^ df dn 

^w <7i? ^t? du du du dv dv 
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Wenn wir den Wert von n einsetzen, so erhalten wir 



-{s 



du dv du dix 



du dv d 



u dv l du* du dv dv* du 



dl 

dv 



oder auch 



ABC 

dA dB dC 

du du du 

dAdB_ dC 

dv dv dv 



= Biy — 2/2 



Erheben wir diese Gleichung ins Quadrat, so erhalten wir 

; ^. + B^ + OS ^|4 + b||+c|^, 44+5|f +c|J 

^m' du* du'\du/*\du/~^\dul'dudv'^dudv~^dudv 

^t? ' "^v ' dv^ du dv^'du dv'du do^\dv) '\dv/ ' 



m 



Es ist aber 



A^ + B^ + C^ = EG^F\ 



und hieraus finden wir 

. d Ä . -o ^-ß 1 n ^^ 



du 

dA 
dv 



du 



' dv ' 



du 

dc 

dv 



= Funktion von E, F und G , 
= Funktion von Ej F und G . 



Zerlegen wir S l^j und S (-J^j in die möglichst ein- 
fachen Produkte von Skalaren, so bemerken wir, dafs diese 
Gröfsen auch nur von E, F, G abhängen. Und durch that- 

sächliche Ausrechnung ist leicht zu sehen, dafs auch S ^ -k- 

nur von J5?, JP, G abhängt. 
Wir erhalten nämlich 

Graefe, Vorleanngen. 7 



-- 98 - 
4 (BD" — D'^) = E PÄ.^ _ 2 — ^ 4- (--Yl 

^ '^ L dvdv du dv ' \dul J 

spld^dG^_dJEdG_^dFdG^ _ 2 — — 4- 4 — — ) 

' \^w dv dv du du du dv dv ' du dv) 

■^" ^ Lau aM ^ av a« "^" \dv) J 

, Es sei eine Fläche q = f(u, v) gegeben. Wir legen durch 
einen Punkt der Fläche eine Kurve, welche ganz auf der Fläche 
sich befindet. Die Gleichung dieser Kurve sei q = f(t^ , und 
und da sie ganz auf der Fläche liegt, so ist für jeden ihrer 
Punkte 

Die Gleichung der Tangente in einem Punkte der Kurve ist 



F[p-/-(«,«)]^ = 0.. 



Es ist aber 



d(p{t) df{Uy v) du ^^ df(u, v) dv 

dt du dt ' dv dt 

Mithin ist die Gleichung jener Tangente 

Multiplizieren wir diese Gleichung mit — \ ' oder mit 
-Ai — und nehmen den Skalarteil, so erhalten wir die Glei- 

ov ' 

chung: 

S[Q-f(u,v)]n = 0, n=F|{f^. 

Diese Gleichung hat statt für einen Punkt einer Kurve 
auf der Fläche, wenn der Endpunkt von 9 auf der Tangente 
der Kurve liegt. In dieser Gleichung kommt nur der Vektor 
des Punktes auf der Fläche und der Vektor q vor, aber keine 
Spur von der speziellen Kurve, welche wir auf der Fläche 



1 
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gezogen haben. Ziehen wir also durch denselben Punkt alle 
möglichen Kurven auf der Fläche, so liegen alle Tangenten 
jener Kurve auf der Ebene, welche unsere Gleichung darstellt. 
Daher heifst diese Ebene „Tangentialebene". Die Vektoren 

— X*' ^^ und x*' liegen in dieser Ebene. 

„Der Ort aller Tangenten aller Kurven, welche durch einen 
Punkt einer Fläche gehen und auf der Fläche liegen, ist eine 

Ebene 

S[q - f{u, v)]n = 0/' 

Aus dieser Gleichung folgt, dafs n senkrecht auf der 
Tangentialebene steht. Der Vektor n hat die Richtung der 
„Normalen", und deren Gleichung ist 

y[9 — A^, v)'\n = 0. 

Durch den Ursprung der Vektoren ziehen wir einen Vektor 
von der Längeneinheit parallel n. Es ist dann 

Aus dieser Gleichung folgt, da J?^ = — 1 die Gleichung 
einer Kugel ist und ö— , -g— senkrecht auf R stehen, also, 
da sie der Tangentialebene der Fläche parallel liegen: 

SRr/=0, SJj|^ = 0, SR'=-1, 
du ^ 00 ^ ' 

du €V 

Wir können also setzen 

df dB , .dB df rdB , ,,dB 

du du * cv ^ ov dik ov 

Setzen wir dies in die Gleichung der Tangentialebene, 
so erhalten wir 

S[q - fiu, v)]R = 
S[9 - /•(«: v)-\ \l 11 = 

und natürlich 

y.dIidB__ p 

du dv 
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Es ist auch die Gleichung der Tangente an die Kurve 
9 = 9 (0 

oder 

Aus diesen Gleichungen finden wir die Winkel, welche 
die Tangente mit den Axen bildet: 

dx du j_ dx dv 

du dt ' dv dt 

cos a = 3 

da 

dt 
-, { I du , ,dv\dX , Ij du . ,,dv\dX\ 

dy du j. dy dv 

, du dt '^ dv dt 

cos = 3 

ds 

de 

, // dl* , , dvXaY , A d« , ,, d«?\aY\ 

^;gf dw ^1 ^£f dv 

du dt ' ^v dt 

cos c = -T- 

ds 

~di 
n \ l du . , dv\ d Z . l^ du . ^, dv\ dZ\ 

wenn X, F, Z die Koordinaten des Endpunktes von It sind. 
Ferner ist 

ds 



dt 



dl/; ^i/> du . dib dv 

TT = ^ TT + -^ :rr t t ^^ ^y V} ^' 
dt du dt * dv dt ' ^ . ' ^' 



(dsY_ __ o( df{u, v)Y_ _ o l df(u,v) du , dfju, v) dv] 
\dt/ ^ '^K dt /~ ^\ du dt '^ dv dt i 



du dv 



dt dt 

Die Gröfse ds heifst auch hier das „Bogenelemenf auf 
der Fläche. 



i 
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Nehmen wir auf der Fläche eine Kurve des Systems, für 
welches v einen gegebenen Wert hat, so ist 

9(0 = /•(«,«), 1^ = 



und die Winkel sind 






dx 

du 
cos a = 



cos ß == 



VE' 

dy 

du 

dz 



Ist aber 



du 



^{t) = f{c, v), so ist ^ = 

dx 

dv 



cos a == 



cos /5' = 



dy 
dv 

dz 



, dv 
cos y = 



Die Kurven q = /"(w, c) und Q ^=^ f{c^ v) schneiden sich 
unter einem Winkel, dessen Cosinus ist 

cos w = cos a . cos a + cos ß . cos ß! + cos y . cos / = -==.- 

Y Ej(x 

Die Bedingung, dafs diese Kurven sich rechtwinklig 
schneiden, ist mithin 

du dv 



L 
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Diese Gleichung hätten wir auch sofort aufstellen können^ 
da sich in diesem Falle die Tangenten im Schnittpunkte Ton 
je zweien unserer Kurven rechtwinklig schneiden. 

Die Gröfse l ergiebt sich aus der Gleichung: 

+('^+''S*«(ID'l- 

Lassen wir die Kurve Q = ^(t) eine Kurve q = ^{y) 
werden, so ist: 



dx 

du 
cos a 


du . dx 
dv ' dv 
ds ' 




dv 


dy 

n du 
nr\o H — ~ 


du j_ dy 

dv "*" dv 




ds ' 




dv 


dz 


du 1 dz * 
dv "*" dv 
ds 


du 
cos c — — 



dv 

Die Kurven Q=^f{u, c) bezeichnen wir mit ?7, die Kurven 
Q = f{c, v) mit F, und die Kurven q = tlf(v) mit (7. Dann 
ist der Winkel zwischen ?7und C bestimmt durch die Gleichung 

E^ + F 
dv ' 



' dv 

und ebenso der Winkel zwischen C und F gegeben durch die 
Gleichung: 

F— + G 

Schneiden die Kurven U und V sich rechtwinklig, so 
ist F=Oy und cos(C7, ü) = cos(C, F), also: 



tg(^,F)=|/|i-:. 



coav=^Tp- = Z, 
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Aus der Gleichung der Normalen: 

folgt, dafs die Winkel, welche sie mit den Achsen bildet, durch 
die Gleichungen: 

cos^ = ^=r, Tn = Yä' + B' + C'\ 

Tn 
bestimmt sind. 

Auf ^er Fläche seien zwei Kurven U und V gezogen, 
welche sich in M schneiden. Auf U sei dß-s Bogenelement 
dl und auf V dm. Der Inhalt des unendlich kleinen Paral- 
lelogramms aus den Seiten dl und dm ist gleich TV dm dl. 
Denn sind a und ß zwei Vektoren, so ist 

aß= Ta. Tß(—cosaß + t8maß). 

a und ß sind zwei anstossende Seiten eines Parallelogramms, 
dessen Inhalt Ta . Tß .sin aß ist, mithin ist der Inhalt des 
Parallelogramms auch gleich TVaß, Setzen wir a = dm und 
ß = dl, so erhalten wir TV dm dl. Es ist aber 

dl dg dm dg 

du du ' dv dv ' 

also das Parallelogramm aus dl und dm oder das „Oberflä- 
chenelement" ist gleich 

Tdudv [y^^] = du dv Yä^ + B^ + (? 

= dudvYEG—'¥^. 

Ziehen wir an den Umfang des Oberflächenelements alle 
Normalen und diesen Normalen parallele Vektoren, die durch 
den ürsporung gehen, so bilden die Endpunkte dieser Vektoren 
auf einer Kugel mit dem Radius 1 und dem Ursprung als 
Centrum eine Kurve, welche auf der Kugel ein bestimmtes 
Oberflächenelement umhüllt. 

Die Gleichung der Kugel ist 

E^ = — 1 . 



also 
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Dies können wir auch schreiben 

SnB = — Tn, 



ÄX + BY+ CZ=yA'' + B^ + CK 
Da ^- und y- auf der Tangentialebene der Kugel liegen^ 



so ist 



mithin 



du dv du dv ' 



du cv ' du ov 

Das Oberflächenelement der Kugel ist also 

— dudv SB -^- o— • 

ou öv 

Dieselbe Gleichung erhalten wir, wenn wir in der Gleichung 



ÄX+ BY+CZ = yA^ + B^ + C^ 

die Gröfsen A, B, C mittelst X, F, Z bestimmen. 
Wir haben aber auch 

Snp^^ = SBTn (^^ Tn + B ^5") (|^ Tn + R ^') 

du dv \du ' du/ \dv ' dv / 

= (Tnf SR^^- 
^ '^ du dv 

Mithin ist das Oberflächenelement der Kugel gleich 

1 a ^w dn 



(Tny^'" du dv 
oder 

^ J>2>" — ly» 

{EG — F^)f 
Das Oberflächenelement der Fläche ist aber 

mithin 

ö _ DD'' -D '' 

8 ~{EG — F^^' 

Der Quotient — heifst die „Krümmung der Fläche". Da 
der Zähler DB' — B^ sich durch E, G xmA F darstellen 
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läfst, so ist die Krümmung der Fläche nur von jB, 6r, F 
abhängig. 

Haben wir zwei Flächen, deren Gleichungen q == f{u^ v), 
Q = F{uy v) seien, so erhalten wir für jedes Paar von Werten 
w, V einen bestimmten Punkt auf der einen und einen be- 
stimmten Punkt auf der andern Fläche. Im allgemeinen ent- 
spricht also jedem Punkt der einen Fläche ein Punkt der 
andern Fläche. 

Tritt der Fall ein, dafs die Gröfsen JS?, F^ G in beiden 
Flächen denselben Wert haben, so ist nicht nur der Ausdruck 

für das Bogenelement YEdu^ -}- 2 F dudv '\' Gdv^ auf der 
einen Fläche identisch gleich dem für das Element der ent- 
sprechenden Kurve auf der anderen Fläche, sondern auch die 
Krümmungen der Flächen sind in den entsprechenden Punkten 
gleich. Es haben also entsprechende Kurven auf beiden Flächen 
gleiche Längen, sobald die Gröfsen E, F, G für beide Flächen 
dieselben sind. 

In diesem Falle ist die eine Kurve an Länge gleich der 
andern, und wir können uns eine der Kurven immer so ge- 
bogen denken, dafs sie auf die andere gelegt werden kann, 
oder die eine Fläche können wir durch Biegung der andern 
derart entstanden denken, dafs keine Kurve bei der Biegung 
ihre Länge verändert hat. Wir haben daher den Satz: 

„Wenn man eine Fläche biegt, so ändert sich ihre Krüm- 
mung nicht." 

Elfte Yorlesimg. 

Exümmungsktirven auf .der Fläche. 

Die Gleichung des Krümmungsradius einer Kurve Q = fp(f) 
ist 

(9 -9i) Vd^Q dQ = dQ {Tdof 
und die Länge des Krümmungsradius 

Liegt diese Kurve auf der Fläche q = f(Uy v), so müssen 
wir dQ und d^Q als Funktion von u und v bestimmen. 



\ 
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Die Kurve Q = q^{t) habe die Ebene durch die Fläclien- 
normale zur Schiuiegungsebene; es {allt dann der Kxümniuxigs- 
radius in die Bichtung der Normalen. 

Wir können also setzen 

Q — Q^ = r,R, r = T((f'-Q^). 
Aus der Gleichung der Krümmungskurve folgt 

mithin ist 

SRdQ t?9 = 
oder 

SndQ€pQ = 0. 

Aus dieser Gleichung folgt 

Setzen wir: 

so ist 

F(Fa/3 . Vrd) = dSaßy — ySaßd, 

^' duov ^ • ouov \ou * ov / ' 

also: 

nvaß . rsy) = dQS ^ ?/- d^Q = - r^Q dQ.v^^^ 

Mithin ist der Krümmungsradias in der Flächenuormalen 
bestimmt durch die Gleichung 

- dQ{Q — Qi)SBd^Q = dQSdg^ . B 
oder 

da bekanntlich die Gleichungen 

SdQR =.0, Sd'g dB Sdg dB 

gelten. 

* Setzen wir statt E: -^— , so bestimmt sich r durch 

r = yEG - F' jy^'._^^r,'^'\. ^, wenn ^(0 = q>{v). 
Die Kurve habe eine Ebene zur Schmiegungsebene, welche 
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mit der Tangentialebene den Winkel 90® — 9? bilde. Die Ge- 
rade, in welcher der Krümmungsradius liegt, steht senkrecht 
auf dQ und bildet mit der Flächennormalen den Winkel 9. 
Ist der Endpunkt von q^ auf dieser Geraden, so können wir 
setzen 

Q — Qi = xn (cos 9) + ^ sin 9)) , 

da der Faktor von n eine Quaternion ist, welche n um den 
Winkel 9 dreht. Soll q — (»^ ein Krümmungsradius sein, so 
besteht noch die Gleichung 

(q - Pi) T^(^9 dQ^dQ. (TdQf. 
Aus den beiden letzten Gleichungen ergiebt sich sofort: 

Sn Vd^Q dQ cos q> + B[ndQ{Vd^Q dg)] J^ = 
oder 
cos 9? {n Vd^Q dg + Vd^g dp . w) + 2 sin (pTdgSn ^g = 0. 

Wir haben also 
cos 9? V^g dg.n = Sn V<Pg dg . cos 9? + V{Vd^g dg . n) cos 9? 
= — sin 9) Tdg . Sn d^g + V{V(Pg dg . n) cos 9?. 

Oben haben wir aber gefunden 

Mithin ist 
cos9> Vd^g dg.n^^ — siiKpTdgSn cPg — dg cos tpS ^ -J-d^g. 

Wir haben mithin die Gleichung 

{g — g^dg cos 9) Sn d^g + ((> — 9\) sin 9 Tdg . 5w c?p 

= — dg .n . {Tdgy . cos 9). 
= + (9 — gi)dg . Äw d^(> . cos 9?, 

wenn g — 9/ der Krümmungsradius in der Flächennormale 
ist. Nehmen wir in der letzten Gleichung den Tensor, beachten 

dafs Tlcosq) + rZ" ^^^9) "=* ^ ^^t, so erhalten wir die Glei- 
chung 

T(g — p^) = r . cos 9) = r . sin (90® -— 9)). 
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Diese Gleichung stellt den Satz von Meusnier dar^ welchen 
wir also aussprechen: 

;^Legt man durch eine Tangente einer Fläche zwei Ebenen, 
von denen die eine normal zur Tangentialebene steht, die 
andere mit ihr den Winkel ^ bildet, so sind ihre beiden 
Krümmungsradien r und r^ durch die Gleichung r^=^r sin ^ 
verbunden." 

Wir haben mithin auch 

Q — ()i = r cos 9 . B (cos y + -jnr sin9>) • 

Legen wir durch dQ uUe möglichen Schnittebenen, so 
bleiben r, B, und dg konstant, während nur 9 sich ändert. 
Die Länge von q — q^ hat also den grofsten Wert, wenn 
cos 9? den grofsten Wert erreicht, d. h. wenn 9 = Null ist 
oder wenn der Schnitt „Normalschnitt" ist. 

Also: 

„Li allen Schnitten, die durch dieselbe Tangente einer 
Fläche gefuhrt werden, ist der Krümmungsradius des Normal- 
schnittes der gröfste." 

Wir wollen nun die Frage beantworten: „Welches sind 
Maximum und Minimum der Krümmungsradien der Normal- 
schnitte?" Das Maximum und Minimum der Gröfse r hängt 
ab von dem Ausdruck 

E .u^ + 2FU + G 

wenn 

f du 
dv 

ist und wir statt g>(t) = q die Kurve q ^=^ g>(v) genommen 
haben. Da für alle Normalebenen durch R sich nur u' ändert, 
so haben wir diesen Ausdruck nach u zu diflferentiieren und 
das Resultat gleich Null zu setzen. 
Wir erhalten 

indem wir gesetzt haben 

Eu'^ + 2Fu'+G 



Du'^ + 2i)'u' + ly 



7=K. 
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Eliminieren wir aus den beiden Gleichungen w', so er- 
halten wir die Gleichung 

Es ist aber auch 

mithin ist r durch folgende Gleichung 

r\DD''--D'^) - r^EG — F' (Eiy'—2Fiy+ GD) 

+ {EG — F'Y = 
bestimmt. 

Der Wert von w' bestimmt sich durch 
u'\FD — ED') + u\GD — ED") + GD'— FD'' = 0. 

Durch thatsächliche Ausrechnung überzeugen wir uns, 
dafs die letzte Gleichung nichts anderes ist als 

SdQ ,n.dn = 
oder 

SdQ.R.dR = 0. 

Für r erhalten wir zwei Werte. Diese beiden Radien 
heifsen ,,Hauptkrümmungsradien". 

Das Produkt der beiden Hauptkrümmungsradien ist aber 

_ ( EG - F y 

In der letzten Vorlesung hatten wir 

± _ (^^ — ■^ ')' 
a ~ DD"—D'^ ' 

Die Krümmung der Fläche ist also gleich 



ri .r^ 



Wir haben daher die Sätze: 

„Wenn von zwei Flächen die eine in die andere gebogen 
werden kann, so ist in je zwei entsprechenden Punkten das 
Produkt der Hauptkrümmungsradien für beide Flächen gleich." 

„Wenn ein Oberflächenelement durch eine beliebige 
Kurve begrenzt wird, und die Vektoren der Hilfskugel, 
welche den Normalen der Fläche längs der Kurve parallel 
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sind; gßzogen werden, so entsteht auf der Kugel ein Ober- 
flächenelement und es ist 

Engeloberflächenelement 1 

Oberflächenelement Produkt der beiden Hauptkrümmongsradieu 

oder in Zeichen: 

a 1 



(C 



8 »"i • ♦*» 



Aus der Gleichung 

SdQRdR^O 

folgt, dafs dg, Rj und dR in einer Ebene liegen. 
Wir können mithin setzen 

dQ = xR + y dR, 
Da aber 

SR dg = 

ist, und dg zu einem Hauptkrüramungsradius gehören soll, 

so ist 

dg = r dR. 

Die Normalschnitte, welche die Hauptkrümmungsradien 
bestimmen, heifsen „Hauptschnitte", und die Schnittlinien der 
Hauptschnitte und Tangentialebene heifsen „Haupttangenteo". 
Jeder Punkt der Fläche hat also im allgemeinen zwei Haupt- 
tangenten. Ist g = "^{v) eine Kurve auf der Fläche, so hängt 

der Wert der Tangente von ^- ab. Für die Häupttangenten 
ist aber -y- bestimmt durch die Gleichung 

dv dv 
oder 

dv dv 

Sollen wir also eine Kurve 9 = ^(v) auf der Fläche so 
bestimmen, dafs die Tangenten dieser Kurve Haupttangenten 
sind, so mufs für jeden Punkt der Kurve die letzte Gleichung 
bestehen. Aus dieser Gleichung erhalten wir zwei Werte für 

^-, also auch zwei Werte für u dargestellt durch v. Auf 
dv ' ^ 

der Fläche werden hierdurch zwei Systeme von Kurven fest- 



r 
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gelegt, und zwar so, dafs die Kurven des einen Systems die 
Haupttangenten, welche r^ zugehören, und die Kurven des 
andern Systems die Haupttangenten, welche rg zugehören, als 
Tangenten haben. 

Die beiden Gleichungen 

SdQ.R.dR==0 

Q = f(}h ^) 

stellen mithin jene beiden Kurvensysteme, die sogenannten 

„Krümmungskurven", auf der Fläche dar. 

Zu diesen Kurven gelangen wir auch folgendermafsen: 

Wir denken uns in irgend einem Punkte M auf der 

T»r9,ximal- 1 

Fläche die Haupttangente gezogen, welcher der ^. . , [Wert 

des Krümmungsradius entspricht. Diese Tangente hat mit 
der Fläche noch einen zweiten unendlich nahen Punkt M^ 
gemein. Ziehen wir in diesem Punkte wieder die Haupt- 
tangente, welcher der ^. . . IWert des Krümmungsradius 

entspricht, so hat diese mit der Fläche noch einen Punkt M^ 
gemein, welcher unendlich nahe an M^ ist. Fahren wir so 
fort, so erhalten wir für den Ausgangspunkt M aus der 
ersten Haupttangente eine Kurve auf der Fläche, und folglich 
auch eine aus der zweiten Haupttangente. Wir können daher, 
wenn wir alle Punkte der Fläche als Ausgangspunkte be- 
trachten, auf jeder Fläehe zwei sich schneidende Kurven- 
systeme ziehen, deren Kurven die Eigenschaft haben^ dafs 
sie in jedem Punkt die Haupttangenten der Fläche festlegen. 

Die Gröfsen u und v sind von einander unabhängig. 
Wir können annehmen, dafs r^ einer Kurve Q = f(u, c) an- 
gehört und ^2 einer Kurve q = f(c, v). Denn wir können 
uns die Fläche q = /*(w, v) durch diese beiden Kurvensysteme 
entstanden denken. 

Aus der Gleichung 

ÜQ = r dR 

folgt dann 



Es ist aber 



also 
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dg ^ . dB 

du ^ du 

dv .^ dv 



ou öv ' 

cv du ou öv 



Und mithin aus den obigen Gleichungen 

^ dv du ^ du dv ^ dv du 

Da im allgemeinen r^ und r^ verschieden sind, so ist 

s|^|«=OoderÄf f =0,s|i^f = 0. 

du dv du öv ' öu öv 

Die Richtungen der Haupttangenten sind aber parallel -~- 

resp. -J-'^ wir haben daher den Satz: 

„Die Hauptschnitte, also auch die Krümmungslinien, stehen 
aufeinander senkrecht." 

Diesen Satz wollen wir noch auf eine andere Art mit 
Hülfe des Satzes: „Jeder Kegelschnitt mit einem Mittelpunkte 
hat eine gröfste und eine kleinste Achse, welche aufeinander 
normal stehen", erweisen. 

Eine Tangente an die Fläche ist gegeben durch 

Q = f{uj v) -{- m df{Uy v). 

Die Länge der Tangente machen wir gleich der Quadrat- 
wurzel des Krümmungshalbmessers, dessen Normalebene durch 
die Tangente geht. Wir setzen mithin 

also 

.2 ^ 



fyr = -{' 



S dB df{u, v) SB d^f(u, v) 
oder 

— Tn 



w? = 



ÄwdY 
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Es ist also 

TvL 
Q = f{u, V) - df{xi, V) ^^^^. 

Konstruieren wir alle Tangenten und tragen auf ihnen 
die Quadratwurzeln der Krümmungsradien ab; so bilden deren 
Endpunkte eine Kurve in der Tangentialebene. Die letzte 
Gleichung ist die der Kurve. Nehmen wir den Berührungs- 
punkt als Vektorenanfang, die Tangentialebene als ir, y-Ebene, 
setzen daher 

so wird unsere Gleichung in folgende Gleichungen zerlegt: 

dx f , dx 

m du ^^ dv 

71 = Tn 



yDu^ + 2D'u + B" 
Eliminieren wir tt', so erhalten wir die Gleichung 

+ ^" ^ IJ ~ ^ If) = l^onstant. 

Dies ist die Gleichung eines Kegelschnittes. Hiermit ist 
der Satz bewiesen. 

Ob der Kegelschnitt eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel 
ist, hängt von DD" — 2)'^ ab oder von 

et dn dn 

on -ö— "ö— ' 
ov du 

Der Kegelschnitt ist 

1) eine Ellipse, wenn 

Sn -K~ -rc- > 0, 
ov du ' 

2) eine Parabel, wenn 

ci dn dn ^ 

dv du ' 

Graefe, Vorlesungen. 8 



— 114 — 
3) eine Hyperbel, wenn 

cv du ' 

daher heifst der Berührungspunkt 

1) ein elliptischer Punkt, wenn 

dv cu ' 1 a '^ 7 

2) ein parabolischer Punkt, wenn 

ci dn dn ^ 

bn ^- ^— = 0, r, n = oo , 

3) ein hyperbolischer Punkt, wenn 

Sn -ö- -o— < 0, r, r« = 0. 
cv du ' ^ ^ 

Schliefsen wir den Fall der Parabel aus, so sehen wir 
aus einer Figur, dafs ist 

1 cos^qp , sin^qp 

— = 

r ^2 ^1 

Dies ist der Satz von Euler: 

„Legt man in einem Punkte einer Fläche sämtliche Nor- 
malebenen, bezeichnet den gröfsten Krümmungsradius mit fj, 
den kleinsten mit r^, so ist der Krümmungsradius eines dritten 
Normalschnittes, dessen Tangente mit der Haupttangente des 
Normalschnittes, welcher r^ bestimmt, den Winkel tp bildet, 
durch die Gleichung 

1 cos^qp y^ sin^qp 

gegeben/^ 

Wird die Ellipse zu einem Kreis, so sind alle Krümmungs- 
radien gleich, und da diese Radien sich nur durch u unter- 
scheiden, so ist für einen solchen Punkt: 

E _ F _ G 
1) ~ D' ~ jy ' 

Ein solcher Punkt heifst „Nabelpunkt'^ 

Kehren wir zu der Gleichung der Hauptkrümmungsradien 

rfp = r dB. 
zurück. 



j 
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Diese Gleichung lautet auch 



^ du -^ -^ dv 



= r[~^- du -f- -rc- dv ) 
\du * dv J 



du ' dv 

In der letzten Vorlesung hatten wir 



^ = — 4- 7 ^ 

du du "^ dv ^ 

Setzen wir dies ein, so ist 
dB 



dg , d R . ifdR 

ov ^"^ ' 



du 



dv 



dR 



{a du + a'dv) ^ + (^ ^** 4" ^dv) "^ = r [^— du + ^— dvj • 

Diese Gleichung mufs richtig sein, wie wir auch die un- 
abhängigen Variabein u und v wählen. Hieraus folgt, dafs ist 

a du -\' a dv = r du 

h du -\- V dv = r dv. 

Wählen wir u und v so, dafs 

^dRdR ^ 

du ov ' 

so ergeben sich aus der letzten Gleichung diese beiden Glei- 
chungen unmittelbar. Die letzten Gleichungen stellen die 
Krümmungslinien dar. Aus der letzten Gleichung bestimmen 
sich die Hauptkrümmungsradien durch: 



a 



Ty a 



= 0. 



l, V—r 

Bezeichnen wir die absoluten Längen der Hauptkrüm- 
mungsradien mit r^ und r^y so ist 

r^+r^=a -^V 



^1 • ^2 = 



aa 
hV 



Ist r^ = — r^j so ist -, — | — - = 0. Die Gröfse f" 



i\ ' r^ r, ' r, 



heifst die „mittlere Krümmung" der Fläche. Die Flächen, deren 
mittlere Krümmung für jeden Punkt Null ist, heifsen 
„Minimalflächen". • 



8 
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Zwölfte Vorlesung. 

Geradlinige Flächen. Abwickelbare Flächen. 

Wir haben gesehen^ dafs die geradlinigen Flächen dar- 
gestellt werden können durch die Gleichung 

Aus dieser Gleichung folgt, dafs die Gleichung der Tan- 
gentialebene für geradlinige Flächen ist: 

und die Gleichung der Normalen ist 

oder 

Q - m = v<p{t) + w V^{t) ^'^f- + V.W Vipit) ^(^. 

Für die Normalen längs einer Erzeugenden ist der Wert 
von t konstant, während sich v von Punkt zu Punkt ändert. 
Um den Ort der Normalen längs einer Erzeugenden zu finden, 
müssen wir aus der letzten Gleichung eine Gleichung ableiten, 
in welcher v verschwunden ist. 

Zu diesem Zweck multiplizieren wir die letzte Gleichung: 

1) mit <p{t)Vg)(t) —j"-, nehmen den Skalarteil und er- 
halten: 

M=^si[Q-m]<p{t)v^it)%f] 

2) mit g)(t)V<p{t) Vi } nehmen den Skalarteil und er- 
halten : 

3) mit Vtp{t)^f- '^'P(f)^r> nehmen den Skalarteil 
und erhalten: 
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Aus diesen drei Gleichungen folgt sofort die von v be- 
freite GleichuDg: 

Dies ist eine Gleichung zweiten Grades in q^ und zwar 
stellt sie ein hyperbolisches Paraboloid dar: 

„Wenn wir in einer geradlinigen Fläche entlang einer 
Erzeugenden der Fläche ihre Normalen ziehen, so bilden diese 
Normalen ein hyperbolisches Paraboloid." 

Es kann der Fall eintreten, dafs dieses Paraboloid zu 
einer Ebene wird. Es bilden dann die Normalen längs einer 
Erzeugenden der Fläche eine einzige Ebene, oder was dasselbe 
ist, die Tangentialebenen längs einer Erzeugenden fallen in 
eine Ebene zusammen. 

Die Gleichung der Tangentialebene ist 

Sollen alle Punkte einer Erzeugenden dieselbe Tangen- 
tialebene besitzen, so mufs die Gleichung der Tangentialebene 
für jedes v längs der Erzeugenden immer dieselbe Ebene dar- 
stellen, d. h. die Gröfse v mufs aus der Gleichung der Tan- 
gentialebene verschwinden. 

Dies ist aber möglich: 

1) Wenn Vq>\i)<p{t) = ist. Dies ist die Bedingung, 
dafs zwei aufeinander folgende Erzeugende parallel sind. Alle 
Erzeugenden laufen einer Geraden parallel. — Cy linderflächen. 

2) Wenn f^(t) = 0, d. h. die Fundamentalkurve wird zu 
einem Punkt. Alle Erzeugenden gehen durch einen Punkt. 
— Kegelflächen. 

3) Wenn V.f (t)fp{t) = IVtp' (t) q>{t) ist. Hieraus folgt 
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Um diese Gleichung zu interpretieren, gehen wir von den 
Gleichungen zweier sich kreuzenden Geraden aus; 

Q = ß -{- va 

Ein Punkt der ersten Geraden hat von einem Punkt der 
zweiten Geraden die Entfernung 

ä == ßi — ß '{' '^1^1 — ^«• 
Hieraus folgt 

Sdaa^ = S{ßi — ß)aa^. 

d sei der kürzeste Abstand beider Geraden, dann steht d auf 
den Geraden senkrecht. Denn der Abstand des Endpunktes 
von ß' von der Geraden 

Q = y -^ xs 
ist 

d = y -^ xs — ß\ 

Damit dieser Abstand ein Minimum wird, mufs sein 

dTd==dT{y-i-X8 — ß') =0. 

Es ist aber 

dTd=TdSö-'dS^ — S^f,i= —S ^'^"^ 



Td ^ Td ' 

also 

5*6 = 0, 

d. h. d steht auf e senkrecht. Es ist also auch d auf a 
und «1 senkrecht; daher ist 

d = Vjj Fa«!, 
hieraus 

Sdaa, = S{ß, — ß)aa, = v.,{Vaa;)\ 
mithin 

8 = S(ßi — ß)aai : Vaa^. 

Ist 5 = 0, so schneiden sich die beiden Geraden. 
Setzen wir nun 



beachten 



ßi=f{t + dt), «i = <p(f + (?0, 
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80 ist die Bedingung, dafs beide Erzeugende sich schneiden: 

S { [fit + dt) - f{t)]'Pif)\.v{t + ät) — 9)(0] } = 
oder 

sm,p{t)ip'{t)=o. 

Aus dieser Gleichung folgt, da f{t)j (p{t)j q>\t) in einer 

Ebene liegen: 

(p = mq)' + nf, 

wenn wir statt (p{t) und f\t): q> und f setzen. 

Zur Bestimmung von m und n beachten wir, dafs ist 

lVq)'(p = Vf'ff 
und erhalten 

^ = — ?(p' + /'. 

Die Gröfse l ist nur von t abhängig. Es ist mithin die 
Kurve, deren Gleichung 

9 = fit) - l<pit) 

ist, auf der Fläche gelegen. Die Tangente dieser Kurve hat 
die Richtung des Vektors 

fit)-i^'it)-^J^^it) 

oder, da /"(^) — l(p'(t)==~ ist, dieselbe Richtung wie die 

Erzeugende 9. Wir haben also gefunden, dafs in unserem 
Falle sämtliche Erzeugende Tangenten an eine Kurve sind, 
welche auf der Fläche liegt. Diese Flächen werden „ab- 
wickelbare Flächen" genafint. Die Kurve, an welcher sämt- 
liche Erzeugende der Fläche Tangenten sind, heifst die 
„Wendekurve" oder „Wendungskante"' oder auch „Gratlinie" 
(arete de rebroussement). Die Flächen nennt man deshalb 
abwickelbar, weil man sie ohne Rifs und Falte in eine Ebene 
aufrollen kann. Es seien Ä, B, C'. . . die aufeinander folgenden 
Schnittpunkte der Erzeugenden; Ä'ÄBj B'BCy CCD . . seien 
auf den Sehnen AB^ BC, CD abgetragene Strecken. Wir 
können nun die Ebene A' BB' so um BB' drehen, dafs sie 
mit der Ebene B'CC in dieselbe Ebene fällt. Diese Ebene 
können wir um CO' drehen, dafs die drei Ebenen ABB', 
B'G'G und C'DD' in eine Ebene fallen. So können wir 



1 
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nach und nach sämtliche Elemente der Fläche in eine Ebene 
bringen. 

Da bei dieser Biegung das Produkt der beiden Haupt- 
krümmungsradien ungeändert bleibt und weil bei einer Ebeue 
das Produkt der Hauptkrummungsradien unendlich grofs ist, 
so ist das Produkt der beiden Hauptkrümmungsradien der 
abwickelbaren Fläche unendlich grofs. 

Ist aber q = f(u, v) die Gleichung der Fläche, so ist dies 
eine abwickelbare Fläche^ wenn ist 

on ö— ö— = 0. 
du cv 

Diese Gleichung repräsentiert alle abwickelbaren Flächen. 
Setzen wir in dieser Gleichung 

flu, v) = f{u) '\-V(p{u), 

so erhalten wir wieder die Gleichung 

iS/'. 9? . 9?' = 0. 

Ist eine Kurve doppelter Krümmung gegeben, so ist „die 
Fläche ihrer Tangenten abwickelbar", ebenso „die Fläche der 
Krümmungsachsen". Um die Gleichung der Fläche der Krüm- 
mungsachsen zu finden, nehmen wir die Kurve der Kröm- 
mungsmittelpunkte zur Fundanientalkurve, beachten, dafs die 
Erzeugenden auf den jedesmaligen Schmiegungsebenen senk- 
recht stehen. Wir erhalten so als die Gleichung der Krüm- 
mungsachsen 

Ist diese Fläche abwickelbar, so mufs sein 

m = /■(«) - ris)-', 9{t) = vfis) ris). 

Beachten wir folgende bekannte Gleichungen 

so ist die Bedingungsgleichung identisch erfüllt. 
Die Gleichung der Hauptnormalenfiäche ist 

Q=-f{s) + vris). 
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Soll die Fläche abwickelbar sein, so mufs die Gleichung 

sr{s)r(s)r(s)=o 

bestehen, d. h. die Kurve mufs eine ebene sein, welches der 
Annahme widerstreitet. „Die Hauptnormalenfläche ist nicht 
abwickelbar." Die zur Tangente und Hauptnormalen senk- 
rechte Linie heifst „Binormale" daher ist die Gleichung der 
Fläche der Binormalen 

Aus dieser Gleichung folgt, dafs „die Fläche der Binor- 
malen nicht abwickelbar ist", wenn die Kurve nicht eben ist. 
Die Tangentialebene, welche die Binormale enthält, heifst 
„rektifizierende Ebene" und der Durchschnitt zweier rekti- 
fizierender Ebenen wird die „rektifizierende Gerade" genannt. 
Die rektifizierende Gerade ist senkrecht auf zwei aufeinander 
folgenden Hauptnormalen. Die Gleichung der rektifizierenden 
Geraden ist daher 

9=m-{-vvf"{s)r{s). 

Wenn diese Fläche abwickelbar ist, so mufs sein 

Sf'is) Vf"{s)r{s) Vf'is) r'is) = 0, 
oder 

s { v\f{s) Vf'is) r (s)] vr\s) r"(s) } = o. 

Setzen wir 

«=/-(«), ß = rr(s)ris), Y=ns), s^rxs), 

beachten die Relation 

S{raß . Vyd) = Sad . Sßy - Say . Sßd, 

so ist die Gleichung identisch erfüllt. „Die rektifizierenden 
Geraden bilden eine abwickelbare Fläche." 

Die rektifizierende Gerade ist nicht mit der Binormalen 
zu verwechseln. Beide Geraden befinden sich in der rekti- 
fizierenden Ebene, aber die Binormale steht nur auf einer 
Hauptnormalen und der Schmiegungsebene senkrecht, während 
die rektifizierenden Geraden auf zwei Hauptnormalen, aber nicht 
auf der Schmiegungsebene senkrecht stehen. Die rektifizieren- 
den Geraden schneiden sich und berühren eine Wendekurve, 



i 

! während die Binormalen sich kreuzen. 
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Da die Fläche der KrümmuDgsachsen abwickelbar ist, 
so schneiden sich die Krümmungsachsen, uud zwar in den 
Mittelpunkten der Oskulationskugeln der Kurve. Wir haben 
also den Satz: 

„Der Ort der Mittelpunkte aller Oskulationskugeln einer 
Kurve ist die Wendekurve der Fläche der Krümmungsachsen." 

Es sei irgend eine Kurve gegeben. In einem Punkte M 
der Kurve ziehen wir nach einer Seite die Tangente, auf 
welcher wir von M aus eine Länge l abtragen. Wir spannen 
von einem Punkt N der Kurve einen Faden über die Kurve 
bis zum Ende der Tangente in M, dann beschreibt der End- 
punkt dieses Fadens, wenn wir den Faden von der Kurve so 
abwickeln, dafs er immer gleich gespannt bleibt, eine Kurve, 
welche „Evolvente" der gegebenen Kurve heifst. Die gegebene 
Kurve wird „Evolute" der neuen Kurve genannt. 

Um die Evolute zu finden, seien -4, JB, C, D . . die auf- 
einanderfolgenden Punkte einer "Kurve. Die Schmiegungs- 
ebeuen sind ÄJBC, BCD, CDE . . . Die Kurve der Krüm- 
mungsmittelpunkte sei Ä\ B\ C, D', . . . Die Tangenten an 
die Kurve der Krümmungsmittelpunkte treffen die gegebene 
Kurve nicht. Ziehen wir die Krümmungsachsen Ä'M, B'M^y 
C Jfg . . . ., so bilden diese eine abwickelbare Fläche, deren 
Wendekurve die Kurve der M ist. Ziehen wir von A eine 
Gerade, welche die Krümmungsachse in A" schneidet, dann ist 

A" A = A" B] ziehen wir BA'\ so trifft diese Gerade die 
Krümmungsachse für B in JB"; fahren wir so fort, so erhalten 
wir eine Kurve A", B'\ C'\ ., welche eine Evolute der Kurve 
ABC,,, ist. Denn es ist dann ABCDE , . . dadurch ent- 
standen, dafs wir einen Faden von A" B"C" abwickeln; dies 
können wir, da ist 



BA"=^AA'\ CB":=BA"-{-A"B'\ I)C''^CB''-\-B''C" etc. 

Ist die Kurve eine ebene Kurve, so wird die Fläche der 
Krümmungsachsen zu einem Cylinder. 

Wir haben also den Satz: 

„Jede Kurve hat unendlich viele Evoluten, welche auf 
der Fläche der Krümmungsachsen liegen." 
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Es sei die Gleichung einer Kurve q = f\s), es soll die 
Gleichung der Evolvente bestimmt werden. In dem Punkte M 
ist das freie Stück des Fadens gleich Ij in dem Punkte P 

jedoch gleich MF -{- l ^^ s -{- l. Ist iJ der Endpunkt der 
Tangente in P, so ist 

da -~ ein Einheitsvektor ist und die Richtung der Tan- 
gente hat. 

Die Gleichung der Evolvente ist daher 

Die Gleichung der Evolute finden wir auch sehr leicht. 

Es sei Q = f{t) die Gleichung der gegebenen Kurve. 
Jeder Punkt der Evolute liegt auf der Krümmungsachse. Die 
Krümmungsachse ist aber Schnittlinie zweier aufeinander 
folgenden Normalebenen. Es bestehen also für den Evoluten- 
punkt die Gleichungen 

sw - fm ^ - 

Es ist aber noch der Vektor q — f(i) Tangente an die 

Evolute^ also ist ^ ' ^ ;jf ein Einheitsvektor in der Richtung 

dieser Tangente, wie [q — f{ty] : T[q — f(t)\ ein Einheits- 
vektor in der Richtung derselben Tangente ist. 
Daher besteht noch die Gleichung: 



u{^) = u[9-fm 



Aus diesen drei Gleichungen mit der Gleichung der ge- 
gebenen Kurve können wir eine Diflferentialgleichung für q 
ableiten: die Dijfferentialgleichung der Evolute. 

Auf der abwickelbaren Fläche der Krümmungsachsen 
liegt eine Evolute der gegebenen Kurve. Drehen wir die 
Fläche in eine Ebene, so fallen alle Normalebenen dabei auf- 
einander, indem sie sich um ihre aufeinander folgenden Durch- 
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schnittslinien drehen; infolge dieses Zusammenfallens reduziert 
sich die gegebene Kurve A^ B, C . . auf einen einzigen 
Punkt. Denn das Kurvenelement AB steht senkrecht auf 
der Normalebeue in A^ also fallen beim Zusammenlegen dieser 
Normalebenen A und B zusammen, ebenso kommen B und C 
zum Decken u. s. f. Daraus folgt, dafs die Tangenten AA'\ 
BB", CC" gleichfalls aufeinander fallen und sich zu einer 
Geraden vereinigen, weil diese Linien sich schneiden und 
durch die zu einem Punkte gewordene Kurve gehen. Es 
werden also alle Evoluten der betreffenden Kurve zu Ge- 
raden, wenn wir die Fläche der Krümmungsachsen in eine 
Ebene abwickeln oder biegen. Da durch diese Biegung die 
Bogenelemente der Kurven auf der Fläche der Krümmungs- 
achsen ungeändert bleiben, so haben wir den Satz: 

„Die Evolute einer Kurve ist eine kürzeste Linie auf der 
Fläche der Krümmungsachsen." 

Damit aber eine Kurve auf einer abwickelbaren Fläche 
bei der Ausbreitung der Fläche in eine Ebene sich in eine 
Gerade verwandele, ist hinreichend, dafs zwei aufeinander 

folgende Elemente immer mit 
der dazwischen liegenden Er- 
zeugenden gleiche Winkel 
machen. Es seien Pr, F P' 
zwei aufeinander folgendeEle- 
mente einer kürzesten Linie 
auf einer ab wickelbarenFläche 
mit den Erzeugenden JfP, 
P MP,MP\... Drehen wir 
das Flächenelement MP'P" 
um Mr, dafs es mit MPF 
^' ^^' in eine Ebene fallt, so mufs 

P" auf die Verlängerung der Tangente PF nach P/' fallen. 
Da der Winkel MP'P'' sich bei der Drehung nicht ändert, 
so mufs natürlich ^ MP'B = ^ MP'P" sein. Die Schmie- 
gungsebene der Kurve ist die Ebene PP'P", welche mit der 
Ebene P"P'JB zusammenfällt. Wir können PP' und FF' 
zwei Seiten eines geraden Kegels sein lassen, dessen Achse die 
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Linie M'P^ ist. Da diese Linien unendlich nahe liegen, so 
können wir die Ebene BP'P'' als Tangentialebene jenes 
Kegels längs BP' ansehen. Nun ist beim geraden Kegel die 
Berührungsfläche auf der Ebene des Meridians, welcher durch 
den Berührungspunkt geht, senkrecht: mithin ist hier die 
Ebene RPT' senkrecht auf der Ebene PM'P\ welche die 
Achse des Kegels und die durch den Berührungspunkt gehende 
Seite P'R enthält. Es ist also P" P'B senkrecht auf dem 
Element MP'P. Wir haben also den Satz: 

„Wenn eine Kurve einer abwickelbaren Fläche eine 
kürzeste Linie ist, so sind alle ihre Schmiegungsebenen senk- 
recht auf der abwickelbaren Fläche, d. h. sie gehen durch die 
Normale der Fläche in dem betreflfenden Punkte.^' 

Derselbe Satz gilt allgemein für die kürzesten Linien 
auf einer Fläche: 

„Die kürzesten Linien auf einer Fläche haben die Eigen- 
schaft, dafs ihre Schmiegungsebenen durch die Normalen der 
Fläche gehen." 

Es sei eine kürzeste Linie auf einer Fläche gegeben. 
Die Tangenten an diese Kurve bilden eine abwickelbare 
Fläche. Diese abwickelbare Fläche hat mit der gegebenen 
Fläche nicht nur jene Kurve, sondern auch die Tangential- 
ebene längs dieser Kurve gemein, also auch dieselben Nor- 
malen längs der Kurve. Für die Fläche und die abwickelbare 
Fläche sind also längs der Kurve die Gröfsen E, F, G die- 
selben; die Kurve ist also für beide Flächen kürzeste Linie; 
es gehen mithin die Schmiegungsebenen längs der kürzesten 
Linie durch die Normalen der Fläche. 

Dreizehnte Vorlesung. 

Kürzeste Linien auf der Fläche. Exümmungskurven. 

! Die kürzesten Linien auf einer Fläche haben die Eigen- 

Schaft, dafs deren Schmiegungsebenen durch die Flächen- 
i normalen gehen. 
I Es bestehen mithin die beiden Gleichungen: 
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Aus diesen Gleichungen folgt die Diflferentialgleichung 
der kürzesten Linien 

Sdfiu, v)n(Pf(u, v) = 0. 

Diese Gleichung enthält die Variabein du, d^u. Hieraus 
folgt, dafs wir auf einer Fläche von einem Punkte aus un- 
zählige kürzeste Linien ziehen können. 

Ziehen wir von einem Punkte der Fläche nach allen 
Richtungen hin kürzeste Linien und nehmen wir davon eine 
als die erste, so wird offenbar jede andere gegeben sein, wenn 
der Winkel v bekannt ist, den eine andere Kurve durch jenen 
Punkt mit der ersteren bildet. Nennen wir u die Länge einer 
solchen kürzesten Linie vom Schnittpunkt an bis zu einem 
anderen Pnnkt auf ihr, so können wir offenbar jeden Punkt 
der Fläche durch u und den Winkel v bestimmen. Die Glei- 
chung der Fläche sei q = f(u, v). Für ein konstantes v ist 
diese Gleichung die der kürzesten Linien und für ein kon- 
stantes u die Gleichung der Kurven, welche die Endpunkte 
von gleichlangen durch einen Punkt gehenden kürzesten 
Linien verbinden. 

Es mufs also die Frage beantwortet werden: „Wie müssen 
u und V beschaffen sein, damit diejenigen Kurven, für welche 
V konstant ist, kürzeste Linien sind?" 

Wir legen durch einen Punkt alle kürzesten Linien 
auf der Fläche. Die Gröfse u sei die Bogenlänge, also du 
das Bogenelement. Die Gröfse u können wir als die eine 
Koordinate betrachten, da, wie wir gleich sehen werden, alle 
Punkte, welche gleiches u haben, auf einer Kurve liegen, die 
^ auf allen durch gehenden kürzesten Linien 

senkrecht steht. Nehmen wir OM als die 

erste Kurve des Systems der Kurven w, so ist 

der beliebige Punkt N der Fläche gegeben, 

wenn OJV, d. h. der Bogen u und noch der 

/ \ ^ Winkel v, welchen ON in mit OM bildet, 

Pig. 12. oder durch NB. Wäre z. B. der Pol der 

Erde, so wären u die Poldistanzen und v die geographischen 

Längen. 
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Sind OB, ON und BN unendlich kleine Gröfsen, so 
köüDen wir leicht zeigen, dafs ^ B = 90^ 

Gesetzt der Winkel B sei ein spitzer Winkel. Wir machen 
BN 



ItP=--:^^ also ^PNB = 90'\ Das Dreieck PBN be- 

C08 li ' '^ 

trachten wir als ein ebenes. Dann ist BN = BP sin B, also 



OP + PN = OB — PB + PN = ON - PB{\ -ßinB), 

Es wäre also ÖP + PN < ON] d. h. ÖN keine kürzeste 
Linie. 

Diese Zeichnung ist aber nur dann möglich, so lange B 
kein rechter Winkel ist; da sie aber falsch ist, mufs B immer 
ein rechter Winkel sein; ebenso N etc. 

Es soll jetzt u, V so bestimmt werden, dafs für ein kon- 
stantes Vy Q = f(u, v) eine kürzeste Linie darstellt. 

Die Gleichung der Tangentialebene an die Fläche ist 

und die Gleichung der Schmiegungsebene an die Kurve Q=f{u,c) 

s[, - au, V)] '-ä^ '-f^ = 0. 

Da für die kürzesten Linien Tangentialebene und Schmie- 
gungsebene senkrecht stehen, so haben wir auch 

du dv du cv 

Es besteht aber die Gleichung 

- SVaß . VyS = Say . Sßd — Sad . Sßy, 
also ist 

du ov €u cu \cul ou' 

Da aber du das Bogenelement der Kurve f{u, c) = q ist, 
so ist 

h ( K -) = — 1 , h -ö — 7 -^^^r— == 0, 

\cu/ ^ c u^ cu ' 

mithin ist 

Q ^Y df ^ 
du^ ov 
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Ferner ist 






du du^ dv ^ du du dv 

Aus der Gleichung 

\c Uf 



folgt 

2 



^m 



Mithiu ist 



_0 oderS t^ r^ ^0. 

c V cu cu cv 

o o ^/^ Cf 

O r 

cu cv ^ 



Cu 



und aufgelöst 

S ^ -^ = Grofse, welche kein u enthält. 

Cu cv ' 

Lassen wir in dieser Gleichung u kleiner und kleiner 
werden, so bleibt die rechte Seite ungeändert. Für ein un- 
endlich kleines u stehen aber die beiden Kurvensysteme auf- 

einander senkrecht, in diesem Fall ist S^ -J- = , mithin 

' cu cv ' 

gilt diese Gleichung für jeden Wert von u. 

Wir haben also den Satz: 

„Wenn wir von einem Punkte einer Fläche nach allen 
Richtungen hin gleich grofse kürzeste Linien ziehen, so stehen 
dieselben auf der Kurve ihrer Endpunkte senkrecht." 

Die Gleichung der kürzesten Linien ist 



cu cu^ cu cv 



Nehmen wir hier: 



s m = 

\cu/ 



so ist 



1 und s|^|^= 0, 

cu cv ' 






du^ du "' ^ du' dv 

2 



du dudv ' dv dudv dv* du 2 dv 
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beachten die Gleichung 

- Siraß.VrS} '==Sad.Sßy — Say.SßS, 
so erhalten wir die Gleichung 

öu ov ov \dv/ cv^ du ' \dv/ 

cv ov^ 

Wir können hier die Gröfse G = — S \^) einführen 
und erhalten die Gleichung 

du * ^ du 2 dv 

oder 



du 



\yu' + Gj 



Vu*+G 

Mit Hülfe der Variationsrechnung können wir auch nach- 
weisen, dafs die letzte Gleichung die Gleichung der kürzesten 
Linien ist. 

Es sei die Fläche q = f(u, v) gegeben. Die unabhängigen 
Variabein u und v wählen wir so, dafs die Gleichungen 

s f^y = - 1 s (^ ^) = 

\du/ ' \du dvJ 

bestehen. 

Das Bogenelement auf der Fläche ist dann 

also 

b 

s=fyii^ + G'dv. 

a 

a und b seien gegeben. Wenn dieser Bogen ein Minimum 
ist, so ist die Kurve auf der Fläche eine kürzeste Linie. 
Nach der Variationsrechnung ist aber das Integral 

ein Minimum oder Maximum, wenn folgende Gleichung 

Ldy dx dyJ 

Graefe, Vorlesungen. 9 
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besteht. Setzen wir hier a: = v, y == m, /*«= }/w'^ + 6r, so 
erhalten wir als Gleichung der kürzesten Linien 



Cu 



(l/;7^+^) ~^- 



Wir können aber auch die kürzesten Linien durch be- 
stimmte Eigenschaften von abwickelbaren Flächen definieren. 

Auf einer Fläche q = f(u, v) ziehen wir eine Kurve, dann 
ist, da diese Kurve auf der Fläche liegt, die Gröfse u eine 
Funktion von v längs dieser Kurve q = ip(v). Die Richtung 

der Tangente an die Kurve giebt der Vektor ^^' ^'^ an, die 

Richtung der Flächennormalen bestimmt der Vektor 

^dßu^ df{u, V) _ 
du cv 

Da Normale und Tangente senkrecht stehen, so steht auf 

beiden die Gerade F( . ' nj senkrecht. 

In einem Punkt der Fläche stehen also senkrecht die 
Vektoren f\ n und fn, mithin ist ein beliebiger Vektor durch 
den Kurvenpunkt gegeben durch 

af + 6n -f- cfn. 
Diesen Vektor nehmen wir als die Erzeugende und die 
Kurve q = (p(v) als die Fundamentalkurve einer geradlinigen 
Fläche. Wir wollen u als Funktion von v so bestimmen, dafs 
die geradlinige Fläche 

9 = f(ti, v) -\- X {af + hn ■\- cfn) 

eine abwickelbare ist. Die Gröfsen a, 6, c sind Funktionen 
von V. 

Damit die Fläche eine abwickelbare ist, so mufs die 
Gleichung 

acp{2Snr + Snf) + ahSfuf — bcSfT 
^ (b^—(^p) Sfnn' + pn^ {cV - hc) = . 

bestehen. 

Für 6 = = c ist diese Gleichung natürlich identisch 
erfüllt. 
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Ist a = i = 0, so stellt die Gleichung eine Krümmungs- 
kurve dar. In diesem Falle liegen die Erzeugenden in den 
Tangentialebenen der Fläche und stehen auf den Tangenten 
der Krümmungskurven senkrecht. Denken wir uns eine Tan- 
gentialebene der Fläche, die sich beständig tangierend längs 
einer Kurve der Fläche bewegt, so beschreibt sie eine abwickel- 
bare Fläche, für welche sie selbst Tangentialebene ist. Wir 
erhalten auf diese Weise eine „umhüllende abwickelbare Fläche", 
welche durch die Kurve hindurchgeht und fortwährend die- 
selben Tangenten wie die Fläche selbst hat. Die Erzeugende 
— Kante — der abwickelbaren Fläche erhalten wir als den 
Durchschnitt von zwei unendlich nahen Tangentialebenen. Wir 
haben also den Satz: 

„Die Krümmungskurven einer Fläche haben die Eigen- 
schaft, dafs, wenn man eine abwickelbare Fläche entlang einer 
solchen Krümmungskurve legt, welche die gegebene Fläche 
umhüllt, die Erzeugenden normal zu den Tangenten der Krüm- 
mungskurven stehen." 

Eine weitere Eigenschaft der Krümmungskurven ist die, 
dafs die Normalen längs der Kurve eine abwickelbare Fläche 
bilden. Um dies zu beweisen, setzen wir nur a = c = . 

Es besteht aber auch der Satz: 

„Wenn man längs einer Krümmungskurve einer Fläche 
Gerade senkrecht zu den Tangenten der Kurve und unter 
konstantem Winkel gegen die Flächennormalen zieht, so 
bilden diese Geraden die Kanten einer abwickelbaren Fläche, 
und umgekehrt." 

Dieser Satz ist nur bewiesen für den Fall, dafs die Er- 
zeugenden die Flächennormalen sind. Setzen wir aber a = 0, 

h = konstant und c = -^rj* , so stehen die Erzeugenden senk- 
recht zu den Tangenten der Krümmungskurven und bilden 
mit den Flächennormalen einen konstanten Winkel. 
Für 6 = folgt, dafs 

k (af + cfn) = Q — f{u, v) 

die Durch schnittslinie zweier aufeinander folgender Tangential- 
ebenen ist, wenn die Gleichung 

9* 
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aSfn' + cSffifi = 
besteht. Hieraus folgt sofort 

d. h. w' steht senkrecht auf q — f{u, v), welche Gerade selbst 
senkrecht auf n steht. Wir können also schreiben 

Q — f(u, v) = 1 Vnn\ 

Dies ist also die Gleichung einer abwickelbaren Fläche, 
welche die gegebene Fläche längs einer Kurve auf der Fläche 
umhüllt. Die Erzeugende dieser Fläche ist nur von dem 
Punkte der Kurve, durch welchen sie geht, und der dort an 
die Kurve gezogenen Tangente abhängig. (Satz von Charles 
Dupin.) 

Nehmen wir jetzt Vnn' als die Tangente einer Kurve 
auf der Fläche, so hat die umhüllende abwickelbare Fläche 
längs dieser Kurve die Gleichung 

Q == f(ii, v) + A(a Vnn' + c Vnvi . w) , 

wenn a und c die Gleichung 

aSfvi — cSfnri = 

erfüllen. In diesem Fall fallt die Erzeugende der abwickel- 
baren Fläche mit der Tangente f zusammen. 
Denn ist dies der Fall, so mufs^^sein 

a Vnvi + ^ F^ww' . n = Xf 

und hieraus folgt sofort die Gleichung 

aSfvi + cSfnri = 0, 

welches ja die Bedingungsgleichung ist, dafs die Fläche ab- 
wickelbar sei. 

Hiermit ist ein zweiter Satz Dupins bewiesen. Die Vek- 
toren f und Vnn' nennt Dupin konjugierte Tangenten. 

Dafs f in die Richtung der Erzeugenden aVnn -|- cVnn ,n 
fällt, folgt auch aus der Gleichung der abwickelbaren Fläche; 
denn es ist 

S[q — f{u, V)] nf = — n^ {aSfn' - cSfnn') = 0, 

es ist mithin q — /*(w, v) sowohl auf w, als auch auf nf 
senkrecht, fällt also in die Richtung von f. 
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Wir legen durch den Vektorenanfang eine Kugel vom 
Radius 1. Auf der Fläche ziehen wir eine Kurve und an diese 
Kurve alle Flächennormalen. Wir ziehen vom Kugel mittel- 
pnnkte Strahlen ^ welche diesen Normalen parallel sind, und 
erhalten auf der Kugel eine Kurve, deren Gleichung ist 

n 

Längs dieser Kurve legen wir Parallelen zu den Vektoren 
f'n, so bilden diese eine geradlinige Fläche 

9^-h + ^f'^' 

Diese Fläche ist abwickelbar, wenn die Kurve auf der 
Fläche eine Krümmungskurve ist. Wir haben daher den Satz : 

„Wenn man auf einer Fläche eine Krümmungskurve zieht, 
und den Normalen der Fläche längs dieser Kurve durch den 
Mittelpunkt einer Kugel vom Radius 1 parallele Geraden legt, 
welche die Kugel in einer Kurve schneiden, und man längs 
dieser Kurve auf der Kugel die die Kugel umhüllende ab- 
wickelbare Fläche beschreibt, so laufen die Erzeugenden dieser 
abwickelbaren Fläche parallel den Geraden, welche auf den 
Flächennormalen und den Tangenten an die Krümmungs- 
kurven senkrecht stehen.^' 

Ziehen wir durch den Mittelpunkt der Kugel Gerade 
parallel den Tangenten einer Kurve auf der Fläche, so er- 
halten wir auf der Kugel eine Kurve, welche Fundamental- 
kurve der geradlinigen Fläche 

ist. Soll diese Fläche abwickelbar sein, so mufs die Kurve 
auf der gegebenen Fläche eine kürzeste Linie sein. 

Wir haben mithin den Satz: 

„Wenn man auf einer Fläche eine kürzeste Linie zieht 
und den Tangenten dieser Kurve Parallelen durch den Mittel- 
punkt einer Kugel vom Radius 1, welche Geraden die Kugel 
in einer Kurve schneiden, und man längs dieser Kurve auf 
der Kugel die die Kugel umhüllende abwickelbare Fläche legt, 
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so laufen die Kanten dieser abwickelbaren Fläche parallel den 
Binormalen der kürzesten Linie." 

Aus dieser Eigenschaft der kürzesten Linie können wir 
leicht ihre Gleichung ableiten. Da nämlich TJf dieselbe Rich- 
tung wie f hat, so folgt leicht, dafs nf auf f" senkrecht 
stehen mufs und die Gleichung der kürzesten Linie wird 

Um die allgemeine Theorie der Flächen und Kurven ab- 
zuschliefsen, wollen wir den Dupin'schen Satz kurz erwähnen: 

„Wenn drei Flächen Q==F(UyV)y Q^==^F^{u,v)y Q===F^{iiyV) 
in ihren Durchschnittspunkten aufeinander senkrecht stehen, 
so sind in dem Funkte, in welchem alle drei Flächen sich 
schneiden, die Tangenten der Durchschnittskurven zugleich 
Tangenten der Krümmungskurven." 

Die Flächen F^ und F^ schneiden sich in der Kurve ^3, 
die Flächen F^ und F^ schneiden sich in der Kurve 9?^, die 
Flächen F^ und J\ in der Kurve q)^. Da die Kurven im 
Durchschnittspunkt senkrecht stehen, so ist für diesen Punkt 

also auch, wenn wir beachten, dafs die Kurven auf den Flächen 
liegen, 

d t 

Die Normale der Fläche F^ hat die Richtung von tp^'] 
ist also (p2 auf JPj eine Krümmungskurve, so mufs sein 

S(p2 (pi d(pi = . 

Da <p^' senkrecht auf 92' und ^3' ist, so können wir setzen 

und die Gleichung der Krümmungslinien lautet 

Beachten wir aber die Gleichung 

SVaß Vyd = SaS . Sßy - Say . Sßd 
und setzen 



r 
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« = ,,,', ß = FKW r=[ll', * = ill-' , 

SO ist die Gleichung der Krümmungskurven identisch erfüllt. 

Wir haben hiermit den Satz verificiert. Aus diesem Satz 
folgt sofort: 

„Wenn drei Systeme von Flächen sich rechtwinklig 
schneiden, so ist der Durchschnitt von je zweien eine Krüm- 
mungskurve für beide." 

Vicrzelmte Vorlesung. 

Einige speoielle Flächen. 

Bedeutet q == /*(w, v) die Gleichung einer Oberfläche, so 
erhalten wir alle Punkte der Fläche, wenn wir u und v variieren 
lassen. 

In dieser Gleichung kommen noch konstante Gröfsen vor. 
Lassen wir eine von diesen Gröfsen sich ändern und lassen 
u, V ungeändert, so erhalten wir offenbar eine andere Ober- 
fläche. Schreiben wir deshalb die Gleichung der Fläche 
Q = f(u, V, ä)y so erhalten wir für alle möglichen Werte von 
a eine Folge von Flächen, welche dieselbe Natur haben und 
sich nur ihrer Lage und Dimension nach durch den speciellen 
Wert von a unterscheiden. 

Die Gröfse a heifst der „Parameter der Fläche". 

Setzen wir für a in der Gleichung der Fläche a + da, 
so erhalten wir die Fläche 

9i = fi^f v> «) + -^^-^^« • 

Diese Fläche liegt der andern unendlich nahe. Schneiden 
sich die beiden Flächen, so ist q = q^ und es bestehen die 
beiden Gleichungen 

9 = f(UyV,a), -^'--^ = 0. 

Diese Gleichungen stellen die Durchschnittslinie der beiden 
so aufeinander folgenden Flächen dar. Diese Linie heifst „Cha- 
rakteristik". Lassen wir a alle möglichen Werte annehmen, 
so stellt Q = f(tiy Vy a) eine Folge von Flächen dar, und 
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eliminieren wir die Gröfse a aus den beiden letzten Gleichungen, 
so erhalten wir eine Gleichung 

welche den geometrischen Ort aller Charakteristiken darstellt^ 
d. h. der „einhüllenden Fläche" derjenigen Flächen, welche 
aus der Gleichung q = f(u, v, a) sich ergeben, wenn wir darin 
für a alle möglichen Werte setzen. 

Lassen wir ferner in der Fläche q = f(Uy v, a) + ^ da 

das a zu a -^ da werden, so erhalten wir eine dritte unendlich 
nahe Fläche 

9 = / («*; ^> ^) + ^ ^ da H ^ da . 

Die erste Charakteristik ist bestimmt durch die Glei- 
chungen 

^ = f(u,v,a), aa ^^' 

und die zweite durch die beiden Gleichungen 

df{u, V, a) _ ^ d^f(u, V, o) _ ^ 
da ~^> da^ ~^' 

Diese beiden Charakteristiken werden sich also im End- 
punkte von Q im Allgemeinen schneiden und berühren^ für 
welchen die Veränderlichen u und v durch die Gleichungen 

Q = /(«*; «^; «; I f^ = ^y ^ = 

bestimmt sind. 

Setzen wir wieder statt a alle möglichen Werte ein, so 
werden die aus diesen Gleichungen hervorgehenden Gröfsen u 
und V einen geometrischen Ort bestimmen, in welchem jede 
Charakteristik geschnitten und berührt wird. Dieser geome- 
trische Ort ist eine Kurve auf der einhüllenden Fläche, welche 
„Wendekurve" oder „Rückkehrkante" heifst. Diese Wende- 
kurve wird von allen Charakteristiken berührt, wie die ein- 
hüllende Fläche von allen eingehüllten. Ist die sich verän- 
dernde Fläche eine Ebene, so ist die einhüllende Fläche eine 
abwickelbare Fläche und die Erzeugenden die Charakteristiken, 
welche die Wendekurve berühren. 
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Die Gleichung der Wendekurve erhalten wir aus den 
Gleichungen 

wenn wir a eliminieren, und erhalten eine Gleichung 

Es kann eintreten, dafs die aufeinander folgenden Charak- 
teristiken einer einhüllenden Fläche sich nicht schneiden, mithin 
die Fläche keine Wendekurve hat. Dann existiert aber in 
jeder Charakteristik ein Punkt, der der benachbarten Charak- 
teristik näher liegt, als jeder andere Punkt der Charakteristik. 
Die Folge dieser Punkte heifst „Striktionslinie". 

Eine Cylinderfläche kann wie die einhüllende Fläche des 
durch eine Ebene beschriebenen Raumes angesehen werden, 
wenn diese Ebene sich so bewegt, dafs sie immer auf einer 
geraden Linie senkrecht steht oder, was dasselbe ist, dafs sie 
einer Linie als Leitlinie parallel bleibt. Eine Ebene, welche 
durch den Endpunkt von ß geht und senkrecht zu a ist, hat 

zur Gleichung 

S(Q — ß)a = 0. 

Der Vektor ß ist hier der Parameter. Aus der Gleichung 
folgt also 

Es ist mithin a senkrecht zu ß' und zu q — ß. Ist die 
Ebene parallel einem Vektor y, so steht dieser auch auf a 
senkrecht und es ist 

also 

Q = ß -{- ny -{■ mß. 

Es ist ny + mßf eine Gerade in der sich bewegenden 

Ebene; wir können daher n und m so bestimmen, dafs die 

Gerade 

ny -(- mß> = öv 

der Leitlinie 8 parallel läuft. Die Gleichung der Cylinder- 
fläche ist also, wenn der Endpunkt von ß eine Kurve Q==^tp{t) 
beschreibt, 
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Hieraus folgt auch^ dafs eine Cylinderfläehe entsteht, 
wenn eine Gerade^ beständig parallel bleibend^ sich längs einer 
Kurve oder nach einem bestimmten Gesetze bewegt. 

Eine Eegelfläche ist die einhüllende Fläche des durch 
eine Ebene beschriebenen Raumes^ wenn diese Ebene beständig 
durch einen Punkt geht. Dieser Punkt ist die Spitze der 
Fläche. 

Es ist die Gleichung einer Ebene durch den Endpunkt 
von ß und senkrecht zu a 

/S((> — /3)a = 0. 

Hier ist a der Parameter. Also ist 

fi'(9- j3)a'==0. 

Mithin ist (> — ß auf a und a senkrecht und wir können 

setzen 

Q = ß -\- xVaa. 

Eine Kegelfläche entsteht also, wenn eine gerade Linie 
durch einen Punkt geht und sich nach einem beliebigen Gesetz 
bewegt. Wir können die Gleichung der Kegelfläche schreiben 

Q = ß + Xfit). 

Die Gleichung der „Rotations- oder ßevolutionsflächen" 
erhalten wir auch sehr leicht Eine Rotationsfläche entsteht 
dadurch, dass eine Kurve sich um eine Achse — Rotations- 
achse — bewegt. Ein und dieselbe Rotationsfläche kann ent- 
stehen durch Bewegung einer ebenen oder doppelt gekrümmten 
Kurve. Wir können uns die Rotationsflächen auch dadurch 
entstanden denken, dafs ein Kreis von veränderlichem Radius 
sich so parallel bewegt, dafs sein Mittelpunkt auf einer 
Geraden bleibt. 

Die Achse geht durch den Ursprung und sie sei gegeben 
durch (f = la. Die Gleichung der Kugel, deren Mittelpunkt 
im Ursprünge liegt, ist 

Die Schnittebene, welche den Kreis der Rotationsfläche 
aus der Kugel mit veränderlichem Radius ausschneidet, steht 
auf a senkrecht, also ist ihre Gleichung 

Sa(Q — /3) = oder SaQ = — d. 
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Zwischen d und c mufs eine Bedingung stattfinden, damit 
die Schnittkreise der veränderlichen Kugeln auf der Rotations- 
fläche liegen. Ist diese Bedingung: d^=^q>{c)j so ist die Glei- 
chiiDg der Rotationsfläche: 

Diflerentiieren wir diese Gleichung erst nach u und dann 
nach V, so erhalten wir die beiden Gleichungen: 

Hieraus folgt 

5„ |i Sp 1* _ 5f„|i Äp |£ = , 

cu ^ ov ov ^ du ' 

oder 

\ ^ du dv/ 

Diese Gleichung wollen wir verifizieren, indem wir setzen: 

« = aii + Jig + cig; 9 = «> + 4y + ig^, u = y, v + x, 

dz dz 

dx ^ dy ^' 

Setzen wir dies ein, so erhalten wir die bekannte Glei- 
chung 

(a + cp) (y + :sq) = (a; + ^p) (6 + cq) . 

Aus unserer Gleichung folgt, dafs die Normale V-^ -^ 

mit a und q in derselben Ebene liegt. Wir haben daher 
den Satz: 

„In jeder Rotationsfläche wird die Achse von der Normalen 
geschnitten." 

Wir wollen noch der Schraubenlinien und Schraubenflächen 
gedenken. Eine Kurve, welche gegen die Krümmungskurven 
einer Fläche unter konstantem Winkel geneigt ist, heilst eine 
„Loxodrome" der Fläche. Ist die Fläche eine Cylinderfläche, 
deren Erzeugende das eine System der Krümmungskurven 
bilden, so wird die Loxodrome auch eine „Schraubenlinie", 
„Schneckenlinie", „Helix" genannt. 
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Die Gleichung der Fläche sei q = f(u, v), und der Be- 
quemlichkeit wegen m, v so gewählt, dafs die Kurven Q^^f^u^c^ 
Q == f(cj v) die Krümmungskurven darstellen. Wir ziehen auf 
der Fläche eine Kurve q = ^(v), welche nrit den Krümmungs- 
kurven einen gegebenen Winkel bilden soll. Es schliefsen 

dann die Tangenten -J- und -j- einen konstanten Winkel ein, 

und ist dieser Winkel gleich a, so ist 

dv du dv du ^ 

oder, da jP = , 



YEu = |/£V» + G . cosa. 

Wenden wir dies auf eine Kugel an. Ist u die geogra- 
phische Länge und V die geographische Breite, so ist: 

und setzen wir ein, so erhalten wir 

tga ( ) == dw, 

und integriert 

tgaicotg (^ _ -|-) + c = M 

als Gleichung der Loxodrome. 

Die Gleichung der Schraubenlinie finden wir aus der 
Gleichung des Cylinders 

^ = lea -|- q)(v) 

dadurch, dafs wir u so als Funktion von tp bestimmen, dafs 
die Tangenten der Kurve mit a einen konstanten Winkel ein- 
schliefsen. 

Ist der Cylinder ein gerader Kreiscylinder, die Gerade a 
die Achse und a senkrecht auf y, so ist die Gleichung der 
Schraubenlinie auf dem Cylinder 

Q =: ry cos t -{- r Vya . sin if -|- raat . 

Hier ist 
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und der Radius des Basiskreises gleich r. Die Gröfse a ist 
die trigonometrische Tangente des konstanten Winkels, welchen 
jedes Element der Kurve mit der Ebene der Vektoren y und Vya 
einschliefst. Aus der Gleichung folgt sofort, dafs die Kurve auch 
so entstehen kann, dafs ein Punkt sich an dem Cylinder in 
die Höhe bewegt und zwar so, dafs seine Steigung propor- 
tional ist dem Winkel (t\ welchen seine Projektion in dem Basis- 
kreise beschreibt. 

Die Tangente an die Kurve hat die Richtung 

— |- s=z — rysmt -\- r Vya . cos t + raa . 

EUeraus folgt 

dg 



Es ist aber 



also 



S -^ a = — ra, 
» dt 



^^- ^If--^ 






die Tangente an die Kurve bildet mit der Achse den kon- 
stanten Winkel. 

Da die Normalebene 

sm tS{Q — p')y — cos tS(Q — Q')ya — aS(Q — (>')« = 

senkrecht auf der Tangente steht, so bilden alle Normalebenen 
I mit der Ebene des Basiskreises gleiche Winkel. 
I Es ist also 

ds = r yr+~ä^ dt , 

''' =0. 



Mithin ist 


dt^ 


und daher 


d^Q 

ds^ 


d^Q 


— fnt r 



^(dQ dt\ 
^\dt ~di/ 



dt 

»■ ■■■■ _, • ■' '■■ 

dt ds 



ds' 



= — (ycos^ + Vya . sin^ ^qp^ 
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Es ist daher der Halbmesser der ersten Krümmung gleich 

ri = (l + a«)r. 

Der Ort der Erümmungsmittelpunkte hat die Gleichang 
Q =s raat — ra^ y . cos i — rd^ Vya . sin ^ • 

Dies ist die Gleichung einer Schraubenlinie^ deren Achse 
a mit der Achse der gegebenen Schraubenlinie zusammenfallt. 
Diese Schraubenlinie liegt auf einem Cylinder^ dessen Radius 
des Basiskreises a^r ist; sie hat mit der gegebenen Schrauben- 
linie dieselbe „Ganghöhe", weil bei ihren Gleichungen das Glied 
raat übereinstimmt. 

Beide Kurven liegen auf einer Fläche 

Q = raat + ^ • ^y« . sin ^ -f" ^ • 7 • cos t 
Denn setzen wir v erst gleich r und dann gleich — ra^, so 
erhalten wir die beiden Schraubenlinien. Die Fläche heifst 
„Schraubenfläche'^ Sie enthält alle Sch]:aubenlinien mit der- 
selben Ganghohe. 

Die Fläche entsteht au.ch dadurch, dafs eine gerade Linie, 
auf einer andern stets senkrecht bleibend, sich an dieser so 
heraufbewegt, dafs die Höhen, um welche sie steigt, propor- 
tional den Winkeln sind, um welche sie sich dreht. 

Um den Krümmungsradius der zweiten Krümmung zu 
erhalten, erinnern wir uns der Gleichung 

T - _l(M^_l_ _ 

ds ds^ ds^ 
Es ist aber 

d^Q ry .sint — r Vycc . co8 t 

daher der Radius der zweiten Krümmung gleich 

r =^-t-"-V = -^. 
^ a a 

Der Ort der Mittelpunkte der Oskulationskugeln ist daher 
Q = raat — ra^y .cost — rd^ Vya . sin f . 

Dies ist dieselbe Schraubenlinie der Mittelpunkte erster 
Krümmung. Diese Schraubenlinie ist daher Wendekurve der 
Krümmungsfläche. 
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Fttnfzelinte Vorlesung. 

Sätee aas der Mechanik. 

Um die Bewegung eines Punktes festzusetzen, ist es nicht 
ausreichend, seinen Weg, d. h. die Kurv^e, welche der Punkt 
beschreibt, anzugeben, sondern wir haben noch die Zeit in 
Rücksicht zu nehmeu, welche gebraucht wird, um diese Kurve 
zurückzulegen. Wir haben also den Ort zu bezeichnen, welchen 
der Punkt in einer bestimmten Zeit einnimmt. Ist die Bahn 
des Punktes gerade, so heilst die Bewegung „geradlinig*^, 
sonst „krummlinig"; je nachdem in gleichen Zeiten gleiche 
Wege durchlaufen werden oder nicht, spricht man von „gleich- 
förmiger" oder „ungleichförmiger" Bewegung. 

Die gleichförmige Bewegung definieren wir, weijn t die 
Zeit bedeutet, durch 

9 = at. 

Denn dies ist eine Bewegung, für welche der Quotient 
aus Weg und Zeit konstant ist, oder in gleichen Zeiten werden 

gleiche 'Wege zurückgelegt. Der Quotient 4-? ^- h. der in der 

Zeiteinheit, zurückgelegte Weg, heifst die „Geschwindigkeit" 
des bewegten Punktes. 

Entspricht der Aenderung t^ der Zeit die Wegänderung 
Q^y so ist auch • 

Jeder Weg seiner Richtung und Gröfse nach genommen, 
dividiert durch die entsprechende Zeit, giebt die Geschwin- 
digkeit. 

Bewegt sich also ein Punkt auf einer Kurve q = f(t), so 
ist die Geschwindigkeit des Punktes gleich 

^ dt dt ~^' 

Es stellt ^' die Geschwindigkeit nach Gröfse und Richtung 

dar, und es ist p' = J: die Gleichung der Geschwindigkeits- 
kurve oder des „Hodographen" von Hamilton. 
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Da die „Beschleunigung'' der Zuwachs an Geschwindig- 
keit ist, welcher in der Zeiteinheit nach Grofse und Richtung 
zu der vorhandenen Geschwindigkeit hinzukommt^ so ist, wemi 
die Gleichung des Hodographen 

ist, 

dt 



dt 



= p"=r(o 



dieser Zuwachs in der Zeiteinheit, daher Q"=f"(t) die Be- 
schleunigung nach Grofse und Richtung. 
Wir können aber setzen: 



also ist 



9' 


— 


dQ 

ds 


ds 
dt 


''9i' 


V, 


ff 

9 




9i 


dv 
dt 


+ V 


dt 


7 




r 


9i 


dv 

dt 


+ v 


^9i 
ds 


ds 
dt 






Qi 


dv 
dt 


+ v' 


ds 


• 



Es ist aber q^ ein Einheitsvektor in der Richtung der 
Tangente an die Kurve q = f(t) , auf welchem -j^ senk- 
recht steht 

Es ist mithin v die Geschwindigkeit in der Richtung der 

Tangente und -jr- die Grofse der Beschleunigung längs der 

Tangente. Wir haben also die Beschleunigung zerlegt in eine 
Tangentialbeschleunigung und in eine längs der Hauptnormalen 

oder des Krümmungsradius. Es ist -^ = -j^ gleich dem 

reziproken Wert des Krümmungsradius. Ist die Bahn eine 

gerade Linie, so ist -|-t = 0. Die Beschleunigung reduziert 

%m S 

sich auf die Tangentialbeschleunigung. Ist die Bewegung 
gleichförmig, so ist v = c, also -jr- = . Die Richtimg der 
Beschleunigung ist normal zur Bahn. 
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Es sei die Beschleunigung gegeben 



dt 
Aus dieser Gleichung .folgt 



= P. 



Es ist aber 



also 



^ dt TT d^Q 

dt ~ *^^'di^' 



Nehmen wir an, dafs die rechte Seite gleich Null ist, 
dann wird 

Und hieraus erhalten wir 

SaQ =0. 

Der Vektor p, welcher eine Kurve beschreibt, steht auf cc 

senkrecht. Die Bewegung findet in einer Ebene statt. Aus 

der Gleichung 

FpP = 

folgt, dafs die Beschleunigung in der Richtung von p wirkt. 
Die Bewegung ist eine sogenannte „Centralbewegung". 

Da aber Vq jt- der Gröfse nach dem Inhalte des Drei- 

ecks mit den Seiten q und> -— proportional ist, so ist dieser 

Inhalt konstant. In gleichen Zeiten werden gleiche Vektoren 
durchlaufen. Damit haben wir das „Prinzip der Flächen" 
bewiesen. 

Wir wollen einige spezielle Centralbewegungen durch- 
gehen. 

Es sei P =; a, und « konstant, welche Bahn beschreibt 
der Punkt? Die Beschleunigung hat also konstante Gröfsö 
und Richtung. 

Graefe, Vorlesungen. 10 
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Aus der Gleichung 

folgt 

der Hodograph ist eine Gerade. 

Aus der letzten Gleichung folgt 

(f^iat' + ßt + y. 

Wir können die Eonstanten so bestimmen, dafs y = 
wird. Da die Bewegung in einer Ebene erfolgt und jede Ge- 
rade die Kurve höchstens in zwei Punkten schneidet, so ist 
die Kurve ein Kegelschnitt und zwar hier eine Parabel. 

Es sei die Gleichung 

Q^at^ + ßt + y 

gegeben. Wir ziehen eine Gerade parallel zu a^ und durch 
den Endpunkt von ß^y so ist deren Gleichung 

Soll diese Gerade die Kurve schneiden, so mufs der 
Vektor q beiden Gleichungen genügen. Eliminieren wir q, 
so erhalten wir die Gleichung 

t^ra^a + traj+ VcCiiv — ßi) = 

und hieraus für t im allgemeinen zwei Werte, das heif;st, die 
Kurve wird von einer Geraden höchstens in zwei Punkten 
geschnitten. 

Um die Gleichung einer Parabel zu finden, setzen wir 
wie in der analytischen Geometrie 

oder 

und nehmen als Einheitsvektoren a\ ß' die x und ^-AchsC; 
dann ist 

Q = at^^ 4" ß>nt^' 

Diese Gleichung stimmt mit der obigen überein, wenn 
wir setzen 

at^^ = \at\ ß^nt, = ßt. 



J 
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Allgemein ist die Gleichung der EegelBchnitte resp. der 
Flächen zweiten Grades von der Form 

ag^ + UbSagSßQ + cSyQ = d. 

Dafs diese Fläche von jeder Geraden höchstens in zwei 
Punkten geschnitten wird, ist leicht einzusehen. Eine Gerade, 
welche durch den Endpunkt von ß^ geht, parallel a^ ist/ hat 
die Gleichung 

Q = ßi + rai- 
son der Endpunkt von q auf der Fläche liegen, so mufs q 
der Gleichung der Fläche genügen. Wir erhalten eine Glei- 
ehung zweiten Grades in x, also für x zwei Werte, das 
heifst, Q hat mit der Fläche zwei Punkte gemeinschaftlich. 

Die Beschleunigung sei nach einem festen Punkte ge- 
richtet und dem Quadrate des Abstandes des sich bewegenden 
Punktes vom Centrum umgekehrt proportional. 
Es ist dann 



Es ist aber 
also 
und hieraus 



dt^~ ^ {T^y' 

{TqY = - Q% 

dTQ .Tq= -- SQdQ 

dTg Q dg 



mithin 



^9 9 

Ferner folgt aus 

die Gleichung 

dQ = Tq .dUg + dTQ . Ug, 

also 

dg _ dÜQ , Tdg 

Y ~ Uq ^ Tq ' 

dg Q^9 17 dg dUg 

g g g Ug ' 

Daher ist 
und 

düg ^ __ Ug Vgg' 

dt ~ (Tgy 

10* 
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Aus der Gleichung 

d^Q Uq 

= c 



ergiebt sich aber 

mithin durch Integration 

Wir haben also 

dU(f ÜQ . y 

~dt W^' 

Setzen wir dies in die Gleichung mit der Beschleunigung 
ein, so erhalten wir 

dt^'^ "^ ^ dt ' 
und hieraus 

Es ist -^ senkrecht auf y, ebenso -^ senkrecht auf y, 

also ist auch -^ • y senkrecht auf y. Da nun Uq auf y senk- 
recht ist; so ist auch ri senkrecht auf y, 

Ist y^ = Ci, so ist die Gleichung des Hodographen 

und hieraus folgt 

Q^ = Konstante. 

Der Hodograph ist ein Kreis. 

Multiplizieren wir die Gleichung des Hodographen mit (>, 
nehmen den Vektorteil, so erhalten wir 

Hieraus folgt 

die Gleichung der Bahn, welche wir auch schreiben können 

{y^ - Snof + c^9^ = 0. 
Diesf Gleichung stellt einen Kegelschnitt dar. 
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Aus den Gleichungen der Bewegung 

folgt: 

o dQ d^Q qdg^ p 

^ dt di^~ ^ dt ^' 

Wir hatten aber 

^ = t;, oder (^) = - t;*, 



daher ist 



V« 



o dg d^Q 2 



dt dt^ dt 

Daher können wir die Gleichung schreiben 

dt ^ ^ dt ^~^' 
Ist nun P so beschaffen, dafs S -j^ P ein vollständiges 

Diflferential ist und zwar 

o dg p du_ 

^ dt dt ' 

so wird unsere Bewegui^sgleichung zu 

dt ~^' 

Sie giebt uns daher ein Integral derselben 

^v^ — w «= m. 

Wird u zu Uqj wenn v zu Vq wird, so können wir m eli- 
minieren und erhalten 

welche Gleichung das „Prinzip der lebendigen Kraft" dar- 
stellt. Die Funktion u wird „Kräftefunktion" genannt. 
In unserem letzten Beispiel ist 

o dg p ry ?7g dg 

'^ dt -^ — ^^ (Tgy dt * 



Wir haben aber 



_gdg 



n J_ dTg 9_ _ ^ ÜQ dg , . 

^ Tg ~ (TgY ~ Tg ~ ^ {Tg^ dt "^' 
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also ist 

du __ ^17 
dt "^ ^ dt ^ 

und wenn wir c= — m setzen^ die Gleichung 

w — «*o = i<^-iV = ^ — ^• 

Wir wollen noch der Rotationen um sich schneidende 
Achsen gedenken. Auf der Rotationsachse liege eine Einheits- 
strecke a. Es seien und M zwei Punkte auf der Achse 
und MN senkrecht auf a. 

Es ist dann 

ON=OM+MN. 

Der Winkel der Rotation um OM sei gleich (p und N 
komme nach If. Es ist also * 

ON'=OM+MN\ 

Da MN' auf OM senkrecht steht ^ so ist 

MN' = (cos 9) + « sin q))MN. 

Es ist aber 

SaMN='0. 

Berücksichtigen wir diese Gleichung , so erhalten wir 
durch thatsäch liehe Multiplikation 

(cos 9) + a sin (p)MN 
= (cos Y + a . sin yJ If JV^(cos y — a . sin yK 
und es ist 

(cos Y + a .Bin-|^j OM\cos^ — a . sin-^-) = OM. 

Mithin können wir setzen 

ßi = (cos-|- + a . sin-|-) ß (cos|^ — a . sin^) , 

wenn wir statt ONy ON', ß, ß^ nehmen. 

Geht durch eine andere Rotationsachse^ um welche das 
System mit dem Winkel tp^ gedreht werden soll, so gelangt 
ß^ in die Lage 
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(cos^ + «1 sin fj (cos|- + a sin |-) ß (cos|- — a sin fj 

x(cos^ — «1 sin ^j- 



(cos Y + «i sin yJ (^^^^ y + « sin yj = cos y + a sin 



Wir wollen setzen 

2 * 

Nehmen wir beiderseits die konjugierten Quaternionen, 
so haben wir 

/ ff •9\/ Vi • v\ ( ^ ,.<P\ 

^cos^ — a sin ^j V^^^ 2 "" "^ ^^^) ^ V^^^ "" " ^^^ Y/ ' 

Die Lage des Vektors ist also bestimmt durch 

^cos Y + a sm yj ß V^^^ y — a sm yj • 

Die Folge von zwei Rotationen können wir einer Ro- 
tation gleich setzen. 
Aus der Gleichung 

COSy COSy + Ott^U . Sm y SIU y + « Sm y COSy 
I «Vi 9^ I TT- • 9i • 9 * , / . ^ 

+ «1 sm y COSy + Va^cc . sm y smy = cos y + a smy 
folgt die Relation 

COSy COSy — cos («1«) smy smy = cos y , 

da ist 

ccj^a = — coscr^a + ^ sin(aia). 

Der Vektor d steht auf der Ebene a^a senkrecht; er 
bildet mit der Achse a einen Winkel 90^ — p^ wenn p der 
Neigungswinkel der Achse a gegen die Ebene der Achsen 
a, a^ ist. 

Aus der Bestimmungsgleichung für O^ folgt weiter 

( F«! af sin y sin y = S{a Va^ a) sin y • 

Es ist aber 

(F«!«)* = — sin^(aia); 

S(a Va^a) = — sin («i«) cos (90^ — 1^) = — sin {cc^a) sinpy 
mithin auch 

sm — smp = sm ^ sm -^ sm (a^ a). 
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Aus diesen Formeln ersehen wir schon die Lage der 
Achse a. 

Wir nehmen den Schnittpunkt der Achsen als Mittelpunkt 
einer Kugel, welche von den Achsen in den Punkten A^ B, C 

durchdrungen wird. Es ist dann der Winkel B gleich ^ 

und zwar in dem Sinne der Drehung genommen, Winkel A 

ist gleich ^ dem Sinne der Drehung entgegengesetzt ge- 

nommen, d. h. der Winkel A wird beschrieben durch Be- 
wegung der Tangenten an den gröfsten Kugelkreis BA um 
die Achse a, welche Bewegung der gegebenen Rotation ent- 
gegengesetzt ist. Der Winkel G ist gleich 180^ — — • Da 

OG eine Achse ist, um welcher das System rotiert, so hat sie 
die Eigenschaft, dafs sie durch die beiden Rotationen nicht 
aus ihrer Lage kommt. Drehen wir also OG um a, so kommt 
OC nach 0G\ und durch die Rotation um «j wieder nach OGj 

es ist also 5 = ^ und der Winkel A dem Winkel -^ ent- 

gegengesetzt. Der Kugelradius sei gleich der Einheit. Es 

seien C, B\ A' die Pole der gröfsten Kreise AB, AG^BC, 

dann iSind A, B, G die Pole der gröfsten Kreise JB'C, A'C% 

A'B\ 

Wir haben die identische Gleichung 

OC^_OC OB 
0A~ OB' OA' 
Es ist aber 

-— - = cos -4(7+ OB' . Bin AG 
OG 



=^ cos BG+ 0A\8mBG 
^^ = cos^-B + 0G\ sin JSO. 



OB 
OB 



Somit ist 
cos^(7+0JS'sin^C=cos5C'.cos^JS + 0-l'sinJB(7.cos^Jff 
+ OG' sin AB . cos BG + OA' . OG' sin AB . sin BC. 

Es ist auch 

OA' .OG' ^ (cos C'Ä + OB sin G'A'). 
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Wenn wir aber AB, BC, CA nach Richtung und Grofse 
mit c, a, h bezeichnen, so sind die Bogen C Ä, B' Ä, B'C 
bestimmt durch die Winkel (c, a), (6, a), (fe, c). Also ist 

OA' .OC^ — cos (c, a) — OB . sin (c, a). 

Nehmen wir den Skalarteil unserer Gleichung, so ist 
cos AC = cos BC cos AB — sin BC sin AB cos (c, o). 

Der Vektorteil liefert aber 

OB\smAC= OA' . sinjBC. cos^JB + OC . sin^J5 . cos^C 

— OB . sin JB(7. sin J.B . sin(c, a). 

Dividieren wir durch OÄ, nehmen den Skalarteil, so er- 
halten wir 

sin AC. cos (a, b) == sin BC. cos AB -^ sin-4.-B . cos jBC cos(a,c), 

da nämlich ist 

— ^ = cos (a, h) + OC . sin (a, 6), 
— P = cos (a, c) + OB . sin (a, c), 

77-77 = ein Vektor. 

Der Vektorteil der durch OA' dividierten Gleichung liefert 
OC , sin AC . sin (a, 6) = OB . sin -41? . cos BC , sin (a, c) 

Es ist aber 

- ^ = OB.OÄ=—OÄ.OB. 

(JA 

Dividieren wir die letzte Gleichung durch OB, so er- 
halten wir, da 

. ^ = co^BC+OÄBmBC 

ist, 

(cos BC + OÄ sin BC) ^iu AC. sin (a, 6) 

= sin ^JB . cos BC sin (a, c) — OA' sin BC . sin AB . sin (c, a). 

Setzen wir hier die Vektor- und Skalarteile gleich, so 
erhalten wir die eine Gleichung 

sin AC . sin (a, 6) = sin AB . sin (a, c). 
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Vertauschen wir Ä und JB, so haben wir: 

ain^O BmAB BinBC 



sin (a,c) 8in(a,&) 


Bin(&, c) 


In unserer Figur ist aber 




AC = (o, a') 


« 


AB-(a,a,) 




BG={a„a') 




(ö, &) = (« — 

« 


f) 


K«)=| 




(^.'') - f. 




ist 




sin (a, a) Bin(ai, a) 

am ■;' sin ^ 


8in(a, a,) 

sinf 



Wir haben hier zugleich die Fundamentalgleichungen 
der sphärischen Trigonometrie abgeleitet. 

Bildet a mit drei senkrechten Achsen i^, i^y % die 
Winkel a^, a^, a^ so ist 

a = i^ cos «1 + ^2 cös «2 -J- «3 cos Og. 
Also ist 

cos ^9 4" ^ sin^9) = cos ^9(1 + üi| + mig -]- wij), 
wenn 

l = cos«! tg-^, I» = cos «2 ^S^f '^ = COSÄg tg^ 

tt tt m 

gesetzt wird. Setzen wir noch 

:^^^F^ = A= l + Z^ + w^ + w^ iii + mi2 + wi8 = a2, 

so ist 

cos^ + « • sin Y = — (1 + «2)- 
Ist aber 

irgend ein Vektor, so erhält er durch die Drehung um die 
Achse a und den Winkel 9 die Lage 
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^' = (cos| + a sin 1") 9 (cos -| — a sm-|-) 

= "Ä (^ + ^2) 9 (1 — «2). 
Multiplizieren wir aus, berücksichtigen die Gleichungen 

Sa^Qa^ = 0, 

so erhalten wir die Gleichung 

()' = p(l + «2^) + 2Va^Q — 2a.ßa^Q, 

Es ist aber 

a^Q == — {Ix -^ my + w;8f) + (Jiy — ma;)^ + {nx — ?;8;)i2 

+ {mz'^ny)^, 

1 + «2^ = 1 __ ?2 _ ^2 _ ^2^ 

daher 

A 9' = (>(1 — i^ — m^ — **^) + 2 (Jiy — ma;)i3 + 2(na; — Iz)^ 
+ 2 (w;2r — ny)\ + 2 «2 (^^ + "^V + *^^)* 
Setzen wir nun 

Q =i^x + \y' + Hs\ 
so finden wir 

Ax' = x(l -\- P — m^ — w^) + 2y(lm — n) + 2^2? (Zw — m) 

Ay'= 2x{ml — n) + y(l - Z^ + m^ - n^) + 2;^(mw — X) 

A-^' = 2a;(wZ - m) + 2y{mn — l) + z(l - Z^ + m^ — w^). 

Wir haben so die Formeln Eulers für die Transformation 
rechtwinkliger Koordinatensysteme erhalten. 

Sechzehnte Vorlesung. 

Biquatemionen. Algebra der Qnatemionen. 

Wir haben bis jetzt nur Quatemionen von der Form 

Ö' = «0 + «1*1 + «2*2 + ^h 
betrachtet; in welchen a^j a^, a^, a^ reelle Zahlen sind. Es 
kann aber auch bei den Rechnungen geschehen, dafs diese 
Gröfsen komplex im Sinne der Algebra werden. Sollen wir 
z. B. die Schnittpunkte der Geraden 

9 == /3 + ^7; 
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mit der Fläche, deren Gleichung 

ist, suchen, so haben wir 

(ß + xyY = a« + Sdß + xSdy 

zu setzen. Wir erhalten so die quadratische Gleichung 

ß^ + 2xSßy + x^f - xSdy = a« + SSß. 

Lösen wir nach den bekannten Methoden diese Gleichung 
auf, so wird der Ausdruck für x komplex, wenn die Gröfse 

{Sßy - ^SSyy <f[ß' - («* + Sdß)] 
ist. Es hat dann x einen Wert von der Form a + hy^—l. 
Da aber x kein Vektor, sondern eine reelle Zahl — ein 

Skalar — ist, so ist auch }/ — 1 ein Skalar, welchem nun 
auch als Skalar die kommutative Eigenschaft zukommt. 
Hamilton nennt nun einen Vektor von der Form 



Q^a+ßY-l 
einen „Bivektor" und die Quatemion 

in welcher $| und q^ reelle Quaternionen sind, eine „Biquater- 
nion". Sind in unserer Quaternion die Zahlen a,, a^, a^, a, 
komplexe Gröfsen gleich 

SO können wir schreiben 

Ö' = < + ö/^i + ^^2 + <*3 + V^-^ (^0 + \ h + hh + hh)y 

Qi = % + <^ih + «2' ^2 + »s'^j 3'2 = ^0 + Kh + hh + hh- 
Wir haben nun 

S(qi + q^V^^ = Sq, + V^^ Sq„ 

Die Norm der Biquatemion ist 
Nq = qKq = (Tg)« = (Sg + Vq){Sq — Vq) 

= (Sqr + Sq, V^n. + Vq, + F?^ >^=^ 

X iSq^ + Sq, Y^^ - Vq, - Vq, }/=^ 

= {Tq,y - iTq,y + 2 f^^^ ^(a.Ä-g«). 



- 157 — 

Wir sehen hier, dafs Nq gleich Null werden kann, ohne 
dafs es die Quaternionen q^ und q^ sind. Wir brauchen nur 
zu machen 

Für die Biquaternionen gelten sonst alle Gesetze der 
gemeinen Quaternionen. 

Sind also q und q zwei Biquaternionen, so ist 

Ist Nq = 0, so ist die Division unbestimmt. Ist 

a =% + o>ih + «2**2 + <^zhy 
worin üq, a^, a^y a^ komplexe Zahlen sind, so ist 

Nq = V + a/ + a^^ + «3' == 0. 

Diese Gleichung ist für unendlich viele Elemente a^, a^, 
a^y «3 erfüllt. 

Es giebt also unendlich viele derartige Quaternionen, 
welche in Bezug auf die Division dieselbe Rolle spielen, wie 
in dem reellen Zahlensysteme die Null. Lassen wir aber 
%7 «1, «2; ^3 reelle Zahlen bedeuten, so ist die Division nur 
dann mehrdeutig, wenn a^ = a^ == a^ = ag = . 

Das Produkt zweier Quaternionen kann Null werden, 
ohne dafs ein Faktor Null wird, oder „ein Produkt von Bi- 
quaternionen ändert sich nicht in jedem Falle, wenn sich ein 
Faktor des Produktes ändert". 

Es seien q und q zwei Biquaternionen, dann ist 

«2' = (3. + «2 V^^^) kx 4- 3/ V^^^) 



= «lä' + («iSa' + 3221') V— 1 — ÜAi- 
Setzen wir 

2 = 32 (« + }/- i) , 

2'« = 1, 
so ist 

33' = 0. 
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Ist q eine Wurzel der Gleichung* 

2* = 0, 
oder besteht zwischen den Gröfsen a^^ a,, a^, % die Gleichung 

V - W + <h^ + O = 0, 
so gilt nicht nur die Gleichung 

sondern auch die Gleichung 

2 (2 + 2^) == 2", 

wenn x irgend eine komplexe Zahl ist. 

Wie die Gleichung 2^ = , so hat auch die Gleichung 

unendlich viele Wurzeln. Es erfüllt nämlich jede Quaternion 

2 = Ö^O + «1**1 + «2^2 + «3^8 

die Gleichung, wenn 

V — «1^ — (h^ — a^^ = a 

ist. Ist hier a^ = 0, a= — 1, so giebt es aufser g = ii, ^2; H 
noch unendlich viele Wurzeln der Gleichung 

g« = — 1 . 
Zu diesen Wurzeln gehören folgende: 

q^ = ix cos O*! -(- »2 cos '9*2 -f- i^ cos ^3 , 
wenn zugleich ist 

cos^-^i + cos^-ö-g + cos^-ö-g = 1 . 
Diese Wurzeln werden durch die Punkte der Eugel 

q^ = — l 

dargestellt. 

Es ist aber 

Dieses Produkt verschwindet, ohne dafs einer der Paktoren 
verschwindet. 
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Denn es ist z. B. 

(i, -V^) (i, + Y^i) = 0, 

ohne dafs i^ = + Y — 1 gesetzt werden darf. 
So ist auch 

(h + H + ^3 - V^=^ ^3) (i, + ^3 + ^3 + ]/=n[ |/3) = 0, 

ohne dafs wir \ + ig -j- i^ = + y — 1^3 setzen können. 
Nehmen wir die Gleichung 

SO ist diese Gleichung erfüllt durch 

«= 1; 9l = — 1, 
aber auch durch 

g = }/=^lii, g = — /^ ^1 ; g = y~^4; 

und durch 

^ = + y — 1 (cos ^^\ + cos '9'2i2 + cos ^^i^y 
COS^^l + COS^'9'2 + cos^-d-g = 1 . 

Die Gleichung 

hat unter anderen die Wurzeln 

1; a, a^, a^, a^^ a^, a^^ «3, a^\ a^a^, aa„; aa„^ a^a„*, 
•wenn ist 

a = 2 ? ^« = 2 ^ n = l, ^, ö. 

Haben wir allgemein eine Gleichung 

worin die a Quaternionen sind und die g die unbekannte Quater- 
nion^ so erhalten wir, da die Summe wieder eine Quaternion 
ist^ vier Gleichungen, welche in jeder der Unbekannten x^^ 
x^j ^2; ^8 <^^^ Quaternion 

vom wten Grade sind, und deren Auflösung mithin w* gleich- 
zeitige Systeme oder also n* Wurzeln von q giebt. Daher 
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hat eine solche Gleichung zweiten Grades im allgemeinen 16^ 
eine Gleichung dritten Grades 81 Wurzeln u. s. w. 

Diese Gleichung ist aber nicht die allgemeinste nteu 
Grades. Denn betrachten wir eine Gleichung ersten Grades, 
so enthält diese neben den Gliedern aq noch Glieder qh oder 
auch aqb^ welche sich nicht auf ein Glied aq zurückführen 
lassen. 

Hamilton hat für Quaternionengleichungen eigene Methoden 
aufgestellt. Wir^ wollen hier nur einige wenige Aufgaben lösen. 
Lösungen von Vektorengleichungen haben wir in der siebenten 
Vorlesung schon kennen gelernt. 

Damit aber eine Quatemionengleichung eine eindeutige 
Lösung giebt, mufs in den bekannten Stücken Skalar- und 
Vektorteil vorhanden sein. 

So folgt z. B. aus der Gleichung 

Tq = Sa 
die beliebige Quaternion 

q = Sa , Üb. 

Femer folgt aus der Gleichung 

Sq = Sa 
die beliebige Quaternion 

q=-a + Q, 

wenn q ein beliebiger Vektor ist. Hier enthalten offenbar 
die Lösungen noch drei unbestimmte Skalaren. 
Ist aber die Gleichung 

aq '\- qb = c 
gegeben ; so hat sie nur eine einzige Lösung. Ist nämlich 

« = «0 + ^ih + «2*2 + «3^3 

6 = &o + *i h + ^2^2 + hh 

^ *^ ^0 I ^l *1 "T ^2 *2 T" ^8 *S 
X =^ Xq •-)- Xi \ "T" ^2 *2 "1 ^3 H ; 

80 bestimmen sich die x aus den vier Gleichungens 
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(«0 + *o)^0. - K + *i)^l — K + *2)^2 — («3 + ^3)^3 = Co 
(«1 + 6l)^0 + («0 + *o)«l + (^ — «3)^2 + («2 — 62)^3 = ^1 
(«2 + ^2)^0 + («3 — ^3)"^! + K + h)^2 + (^ — «1)^3 = ^2 
(«3 + ^3)^0 + (^2 — «2)^1 + («1 — h)^2 + K + h)^S = ^3- 

Kürzer kommen wir also zum Ziel: Aus der Gleichung 
folgt ' 

Ka . aq + Ä'a . qb = K<p. c 

oder 

(Tayq + Ka.qb = Ka,c. 

Ferner ist 

aqb + qb^ = cb. -^ 

Addieren wir die beiden letzten Gleichungen, so finden wir 
(TaYq + (Ka + a)qb + qb^ = Ka . c^ cb , 

Es ist aber 

a + Ka = 2Sa, 
also 

q[(Tay + 2bSa + b'']=Ka.c + cb, 

Multiplizieren wir diese Gleichung mit 

(ra)2 + 62- 2bSa, 
so erhalten wir 

Auf dieselbe Form läfst sich auch die Gleichung 

q^ = aq + qb 

bringen. Indem wir durch q^ dividieren, erhalten wir 

1 =q-^a + bq-'^ 

und hieraus g~*, also auch q. 

Die allgemeine Form einer Quaternionengleichung ersten 
Grades ist 

Zanqbn = c. 

Eine solche Gleichung läfst sich immer zu einer Gleichung 
mgestalten, in welcher nur Vektoren vorkommen. 

Graefe, Vorlesungen. 11 
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Wir könnea nämlich setzen 

anqhn = Sanqbn + Fa„g6„ = Sb^anQ + VanqK 
= Sfnq+ Vanqlny 
wenn wir fn = 6»ön machen. Daher haben wir 

ESfnq + 2:Vanqln = € 
oder vereinfacht 

^Sfq+SVanqln=c. 

Nehmen wir in dieser Gleichung den Skalar- und Vektor- 
teil, so erhalten wir 

Sc = Sfq ^Sf.Sq + S{VfVq) 
Vc = UVa^qK = 2V[a,{Sq + Vq) K] 

^ = SSq . Vunhn + 2J r(an Vqbn) 

= Sq . ZVar^bn + 2Jr{an Vqbn). 

Eliminieren wir hier Sq, so erhalten wir eine Gleichung 
ersten Grades für Vq, Wenn wir Vq mit q bezeichnen, so 
erhalten wir eine Gleichung von der Form 

d = aSßQ -^ yVüQb. 

Wir haben aber die Gleichung 

QSaßy = VaßSyQ + VßySuQ + VyaSßQ. 

Unsere Gleichung erhält mit Hülfe dieser Gleichung die 
Form 

UaSßQ = y. 

Können wir hieraus q oder Vq bestimmen, so giebt eine 
der Gleichungen für Sc oder Vc den Wert von Sq] es ist 
also q == Sq -j- Vq selbst gefunden. 

Sind üny bn und q Quatemionen mit derselben Achse, so 
können wir setzen 

an == Tan (cos -4„ + f'^inAn) 
bn = Tbn (cos Bn -\- t siu jB«) 
Cn =*TCn (cos C/„ + t siu (7«) 
q=^ X (cos 9 + ^ sin 9) 
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und X, q) bestimmen sich durch die beiden Gleichungen 

xUTünhn COS {An + -^n + 9>) =^ 2^6 . COS C 

xETanhn sin U„ + JS„ + 9)) -= Tfe . sin (7. 
Wir können die Definition der Exponentialgröfse 



n 



»=sO 

auf den Fall, dafs q eine Quaternion ist, ausdehnen, so dafs 
wir setzen können 

q^Tq.e'P' . 

Sind q^ und q^ zwei Quaternioneü, so besteht die Gleichung 

nur dann, wenn q^ und jg 1^ derselben Ebene operieren. 

Die allgemeine Gleichung ersten Grades für komplanare 
Quatemionen können wir also schreiben 

Ist in dieser Gleichung a« = &n = 0, An = Bn = C = Oy 
so wird sie zu 

Tq.e'P'= Tc. 

Um hier 9? zu bestimmen, definieren wir den natürlichen 
Logarithmus durch die Gleichung 

Wir haben mithin 

lFq + (pL = lTc. 

Es ist aber 

lTq(co8g) + isiiKp) = ZTg^ + ^(9? + 2A3r), 

wo Tg den Zahlwert der reellen Zahl bedeutet und wir für h 
jede beliebige algebraische ganze Zahl setzen dürfen. 
Hieraus folgt, dafs 

Tq == Tc 
und 

(p == 2Äjr 

ist. Wir haben also die Wurzel 

q = Tc(cos 2Äjr + ^ sin 2ää) . 
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Wir haben für den natürlichen Logarithmus einer Qua- 
ternion die Gleichung 

lr(cos 9 + t sin 9?) = Zr -{- f^i^f -f- 2hjt) . 
Setzen wir nämlich r = e^, so ist 

ür (cos y + ^ sin y) = ?e*+'y = o; + *y ; 
mithin 

?r(cos9? -\- Lsinip) = Ir -\- L((p -{- 2hn) , 

Da die Multiplikation der Quaternionen nicht kommutativ 
ist^ so besteht die Gleichung 

Iqq^ = ü« + Iqx 
nur dann^ wenn (iqi = qiq ist, d. h. wenn die Quaternionen 
in parallelen Ebenen operieren. 
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